
法束の極小性とaustere部分多様体

梶ヶ谷徹 ∗ (東北大・理)

1 Cn+k内の法束の極小性, H-極小性
Nnを標準的な内積を持つEuclide空間Rn+k内の部分多様体とする. Rn+kの接束TRn+k '

Rn+k⊕Rn+kには, Rn+kからの標準的な内積が定まり,また, (X, Y ) ∈ TzRn+k⊕TzRn+k for z ∈
Rn+k⊕Rn+kに対し,複素構造JをJ(X,Y ) = (−Y, X)と定めることで,自然に複素Euclide

空間Cn+kと同一視することができる. 以下では常にこの同一視のもと TRn+kをCn+kと
見なす. N の法束 νN := {(p, u) ∈ TRn+k; p ∈ N, u ⊥ TpN}が TRn+k 内の標準的な
シンプレクティック形式 ωに関してラグランジュ部分多様体 (すなわち, ω|νN = 0かつ
dimνN = n + k)になることは古典的な事実として知られている. このラグランジュ部分
多様体の外在的性質を調べよう.

TRn+k ' Cn+k の標準的な Kähler計量に関する νN の平均曲率ベクトルを H とし,

αH := Hcωとおく. このとき, 次の等式が成り立つことが計算により分かる:

αH = dθ, where θ(p, u) :=
n∑

i=1

arctan κi(p, u).(1)

ここで, {κi(p, u)}ni=1は, N の法ベクトル u ∈ νpN に対する形作用素 Auの固有値である
(特に, uが単位法ベクトルのとき, それはN の u方向に関する主曲率と呼ばれる).

よく知られているように, Cn+k内のラグランジュ部分多様体が極小 (H = 0)であるこ
とと, ある phaseのもとでの特殊ラグランジュ部分多様体であることは同値である ([3]).

特殊ラグランジュ部分多様体は, ある calibrationに関して calibrateされた部分多様体で
あり, もれなくホモロジー類の中で体積最小という顕著な性質をもつ. Harvey-Lawsonは,

特殊ラグランジュ部分多様体を構成する一つの手段として次を示した.

*日本学術振興会特別研究員 (DC2), E-mail: sa9m09@math.tohoku.ac.jp



定理 1 ([3]). Nn を Euclide空間 Rn+k 内の部分多様体とする. このとき, 法束 νN が
TRn+k ' Cn+k内のある phaseに関する特殊ラグランジュ部分多様体であるための必要十
分条件は,

(?) N の各単位法ベクトルに関する主曲率 {κi(p, u)}ni=1が−1倍に関して不変になる
ことである.

一般にRiemann多様体内の部分多様体で, 条件 (?)を満たすものを austere部分多様体
と呼ぶ. austere部分多様体は, 自動的に極小部分多様体であるが逆は一般に正しくない.

極小曲面, Kähler多様体内の複素部分多様体が典型的な austere部分多様体の例である. 定
理 1より, Rn+k内の austere部分多様体の構成は興味深く重要な問題であるが, 一般の場
合も含めて多くのことが分かっているわけではない. このことについては次節において再
び触れる.

さて, 極小部分多様体の拡張概念として, ハミルトン極小性の概念がある. これは, Y.

-G.Ohが論文 [12]の中で定式化したもので, 一般にKähler多様体内のラグランジュ部分
多様体に対して定義され, コンパクトサポートをもつハミルトン変形のもとでの体積汎関
数に関する第一変分の停留値になるものとして特徴付けられる. Kähler多様体内のラグ
ランジュ部分多様体がH-極小であるための必要十分条件 (Euler-Lagrange方程式)は, そ
の平均曲率形式 αH が δαH = 0を満たすことである. ここで, δは Ω1(L)に作用する余微
分作用素である. 例えば, 平行な平均曲率形式を持つラグランジュ部分多様体やコンパク
トな等質ラグランジュ部分多様体は, H-極小な例であるが, Cn+k内においては, 平行な平
均曲率ベクトルを持たないH-極小な (埋め込まれた)ラグランジュ部分多様体の具体例が,

多く知られているわけではない.

そこで, 法束の構成法を用いて, H-極小ラグランジュ部分多様体の例が与えられるかと
いう問題を考える. まず, (1)より法束がH-極小であることは, 次が成り立つことと同値で
ある.

∆θ = 0, where θ(p, u) =
n∑

i=1

arctan κi(p, u), on νN.(2)

この式から直ちに次が分かる:

命題 1 ([7]). NnをRn+k内の部分多様体とする. このとき, 法束 νN が TRn+k ' Cn+k内
で平行な平均曲率ベクトルを持つならば, それは極小である. 従って, 次の 3つは同値で
ある: (i) N は austere, (ii) νN は極小, (iii) νN は平行な平均曲率ベクトルを持つ.

この系より, 平行な平均曲率を持つと言う意味での, Cn+k内の極小でない, H-極小ラグ
ランジュ法束は存在しない. 一方で, Sakakiは, 3次元 Euclide空間 R3内の曲面N2の法



束が TR3 ' C3内で H-極小となるものを完全に分類した [14]. それは (i) 極小曲面, (ii)

S2(r), (r > 0), (iii) S1(1/
√

2) ⊂ S2(1) の coneのいずれかである. (i)は austereであり,

(ii), (iii)がそれ以外の例である. ここでは, (ii), (iii)がR3または S2内の等径超曲面であ
ることに着目し, 一般のCn+k内にH-極小なラグランジュ部分多様体の族を与える. 実際,

(1)より法束の平均曲率は, Nの主曲率で表されていたことを思い出すと, 等径超曲面また
はより一般に等径部分多様体は最も調べやすいクラスであると考えられる.

本稿では, 等径超曲面に言及するが, 後に述べるように, 実際はより一般の等径部分多様
体に拡張される.

実空間形内の等径超曲面について復習する. f : M(c)→ Rを定値でない実空間形M(c)

上の滑らかな関数で, ある滑らかな関数 a, b : f(M)→ Rに対して, 条件 (i) |∇f |2 = a ◦ f

および (ii) ∆f = b ◦ f を満たすものとする. このとき, f をM(c)上の等径関数と呼ぶ. 条
件 (i)によって, f(M)内の正則値 tに対して level set f−1(t)はM(c)内の超曲面となる. さ
らに, その超曲面の主曲率はすべて定数であることがわかる. この level set f−1(t)をM(c)

内の等径超曲面と呼ぶ . また, f の最大値と最小値の逆像をそれぞれN+, N−とかく. N±

はM(c)内の滑らかな部分多様体となり, f の焦部分多様体と呼ばれる. ここで, 大事な
ことは, 等径超曲面は一定な主曲率を持ち, 法束が平坦な部分多様体であると言う事実で
ある.

N を向き付けられたM(c)内の超曲面とし, νをその単位法ベクトルとする. 超曲面N

を ν方向の測地線で同じ距離だけ移動させて得られる超曲面の族をN の平行超曲面と呼
ぶ. 例えば, c ≥ 0なら, t ∈ Rに関して写像 Ft : N →M(c)を Ft(p) = p + tν(p), if c = 0,

Ft(p) = cos tp + sin tν(p) if c > 0,

と定義すると Ftがはめ込みである限り, Ft(N)はN の平行超曲面である (c < 0の場合に
も同様の表示は可能である). ここで, pは pの位置ベクトルである. 等径超曲面は, 焦部分
多様体の tubeとして表され, 各等径関数 f に対し, その等径超曲面は互いに平行である.

Rn+1内の等径超曲面は, (i) (アファイン)超平面, (ii) 球面 Sn(r), r > 0, (iii) spherical

cylinder Sm(r) × Rn−m, 0 < m < nのいずれかである. 一方で, 単位球面 Sn+1(1)内の等
径超曲面は豊富な例が知られており, 未だに完全な分類はなされていない. 例えば球面内
のすべての等質超曲面は等径超曲面である. それらはHsiang-Lawsonにより分類されてお
り, 階数 2の対称空間のイソトロピー表現 (s-表現)の主軌道として得られることが知られ
ている [3]. 一方で, 尾関-竹内, Ferus-Karcher-Münznerらにより, 非等質なものを無数に含
む球面内の等径超曲面のクラスが存在することが知られている. これらは今日, OT-FKM



型等径超曲面と呼ばれる.

さて, (1)と等径超曲面の性質から, Rn+1または Sn+1(1)内の等径超曲面N の (Euclide

空間内の部分多様体と見たときの)法束 νN に対し, 微分方程式 (2)を解くことは, 主曲率
とその重複度に関するある方程式を満たす等径超曲面を分類することに帰着される. まず,

Sakakiの与えた例は次のように一般化される.

定理 2 ([7]). (1) NnをRn+1内の等径超曲面とする. このとき νNが, TRn+1 ' Cn+1内の,

極小でない, H-極小な Lagrange部分多様体であるための必要十分条件は, N が spherical

cylinder N(r) := Rn−2 × S2(r)(r > 0, n ≥ 2)と局所的に合同になることである. 特に
r 6= r′なら, νN(r)と νN(r′)は互いに等長的ではない. 従って, 平行超曲面族 {N(r)}r>0

の法束は, Cn+1内のH-極小 Lagrange部分多様体の１パラメータ族を与える.

(2)∗ Nnを Sn+1(1)内の等径超曲面とする. このとき N の twisted normal cone CN :=

{(tp, sν) ∈ TRn+2; p ∈ N, ν ∈ ν1N, s, t ∈ R} が, TRn+2 ' Cn+2内の, 極小でない, H-

極小な Lagrange部分多様体であるための必要十分条件は, N が次のいずれかと局所的に
合同になることである: (i) S2(r) (0 < r < 1), (ii) Sn(1/

√
2)(n ≥ 1), (iii) Sm1(1/

√
2) ×

Sm2(1/
√

2) (m1 + m2 = n, m1 6= m2).

球面の等径超曲面のうち, 異なる主曲率の重複度の等しいものの平行超曲面族の中には
唯一つ austereなものが含まれることに注意しておく (従って, その twisted normal cone

は特殊ラグランジュ錐である). また, 一般の s-表現の austere軌道もすべて分類されてい
る [4].

次に球面 Sn+1内の等径超曲面Nで, それをEuclide空間Rn+2内の部分多様体と見なし
たときの法束のH-極小性を考える. この場合, N はコンパクトであり, 特にN はRn+2内
で austereにはなり得ない. 従って, 法束は極小にはならないことに注意する.

球面内の等径超曲面N には, 等質なものと非等質なものがあるが, いずれにしてもその
主曲率に関して, 次のMünznerの結果が使える:

定理 3 ([11]). (1) N の Sn+1(1)内における相異なる主曲率を κi := cot θi (i = 1, . . . , g),

その重複度をmiとすると, 次が成り立つ:

θi = θ1 +
i− 1

g
π, for i = 1, . . . , g,

mi = mi+2, modulo g indexing.

∗ (ii), (iii)の例は, 二重調和部分多様体の例にもなっている. 球面内の等径超曲面のうちで, 球面内の二
重調和部分多様体になっているのは, 極小を除き, (ii), (iii)だけであることが知られている (cf. [5])



(2) 相異なる主曲率の個数は次のいずれかである: g = 1, 2, 3, 4, 6.

この結果を, (2)から得られる主曲率の関係式に適用することで, 次を示すことができる:

命題 2 ([7]). (1) Nnを Sn+1(1)内の等径超曲面とする. このとき, Rn+2の部分多様体とし
て, N の法束 νN が TRn+1 ' Cn+1内のH-極小 Lagrange部分多様体である必要十分条件
は, N の Sn+1内における相異なる主曲率の重複度がすべて 2となることである.

相異なる主曲率の重複度がすべて 2であるならば,それは等質超曲面である. 実際, g ≤ 3

の等質性はE. Cartan, (g, m) = (4, 2)の場合は尾関-竹内により示された. ここで, mは等
しい重複度のことである. 残る (g,m) = (6, 2)の等質性は宮岡により最近証明された [10].

より正確には, N は表 1の Riemann対称対 (U,K)のイソトロピー軌道のうち, いずれ
かと局所的に合同である. 特にこれらの平行超曲面族の法束は H-極小ラグランジュ部分
多様体の 1-パラメータ族をなす.

g (U,K) N ' K/K0 dim N N+ N−

1 (S1 × SO(4), SO(3)) S2 2 {pt} {pt}
2 (SO(4)× SO(4), SO(3)× SO(3)) S2 × S2 4 S2 S2

3 (SU(3)× SU(3), SU(3)) SU(3)/T 2 6 CP 2 CP 2

4 (SO(5)× SO(5), SO(5)) SO(5)/T 2 8 CP 3 Q3

6 (G2 ×G2, G2) G2/T
2 12 Q5 Q5

表 1: m = 2の球面内の等径超曲面. Qnは複素二次超曲面.

二つの部分多様体のRiemann直積N1 ×N2 → Rn1+k1 ×Rn2+k2の法束がH-極小である
ための必要十分条件は, 各Niの法束がH-極小になることである. 従って, H-極小性だけな
ら本質的には既約なものに意味がある. 定理 2(1)の場合, 既約なものは S2(r) ⊂ R3であ
り, これはやはり, 主曲率の重複度が 2である. 表 1に現れる等径超曲面の場合を見れば,

g = 1, 2の場合はイソトロピー表現が可約で, 既約表現になっているのは, g ≥ 3の場合で
あり, それらは, Lie群KのLie環 kへの随伴表現の主軌道になっていることが観察される.

実際このことは, 次のように一般化される:

Euclide空間Rn+k内の部分多様体Nnが等径部分多様体であるとは,

(i) N 上の任意の区分的に滑らかな曲線 c(t)に沿った平行な法ベクトル場 u(t)に対して,

形作用素Au(t)は一定の固有値を持つ.

(ii) N は平坦な法束を持つ. すなわち, R⊥ = 0.



(i)だけを満たす部分多様体は, 一定の主曲率を持つ部分多様体と呼ばれる. 等径部分多様
体は k = 1, 2のときは, それぞれRn+1およびSn+1内の等径超曲面に一致する. k ≥ 3の場
合は, Thorbergssonらの結果により, fullかつ既約なら, s-表現 (対称空間のイソトロピー
表現)の主軌道として得られることが知られている. 等径部分多様体のクラスのうちでは,

命題 2は次のように一般化される.

定理 4 ([7]). NをRn+k内の fullかつ既約な等径部分多様体とする. このとき, 法束 νNが
TRn+k ' Cn+k内のH-極小ラグランジュ部分多様体であるための必要十分条件は, Nがあ
るコンパクト単純 Lie群Gの g上への随伴表現による主軌道になることである.

証明には制限ルート系などの s-表現の主軌道に関する準備が必要なので詳細は省略する
が, 命題 2の証明をルート系の言葉を使って一般化することで行われる.

2 法束の極小性とaustere部分多様体
定理 1や定理 4で見たように, 法束の接束内における部分多様体としての外在的性質が,

底空間のある性質と結びついているのは興味深い. この節では, より一般のRiemann多様
体M 内の部分多様体N の法束 νN の性質と, N の性質の関係を調べた結果を紹介する.

接束または余接束上の構造には, 様々なものが知られており, Harvey-Lawsonの結果 (定
理 1)はそのいくつかの場合に拡張されている. 例えば, Stenzelは階数 1のコンパクト型対
称空間M 上の余接束上に Ricci-flatなKähler計量 gstを構成したが, Karigiannis-MinOo

は, 球面Snの場合に austere部分多様体を, その余法束が (T ∗Sn, gst)内の特殊Lagrange部
分多様体になることとして特徴付けた [9]. また, Y. Dongは, austereの概念を擬 Euclide

空間Rm
p の場合に拡張し, Rm

p 内の (拡張された意味での)austere部分多様体に対して, 同
様の特徴付けを与えている [2]. しかし, 一般のRiemann多様体内の austere部分多様体に
対し, その幾何学的な意味合いは, 多くが知られているわけではない.

以下では, (M, g)は常に Riemann多様体を考え, 余接束 T ∗M は, 計量 g による標準
的な同型のもと接束 TM と同一視する. π : TM → M を自然な射影とする. 接続写
像 K とはバンドル写像 K : TTM → TM で次のように定義されるものを言う: まず,

expp : V ′ → V を pの十分小さな近傍における指数写像による局所的な微分同相とす
る. また, τ : π−1(V ) → TpM は, Y ∈ π−1(V )を q = π(Y )から pまでを結ぶ V 上の
一意的な測地線に沿って平行移動する滑らかな写像とする. さらに, u ∈ TpM に対して,

写像 R−u : TpM → TpM を R−u := X − uによって定義する. このとき, 接続写像は
K(p,u) := d(expp ◦R−u ◦ τ)で定義される.



点 z = (p, u) ∈ TM に対して, TzTM の部分空間をHz := KerKzおよび Vz := Kerdπz

で定義する. そのとき点 zにおける TM の接空間は直和分解 TzTM = Hz ⊕ Vz を持ち,

dπz : Hz→̃TpM およびKz : Vz→̃TpM は同型写像を与える. 接ベクトルXp ∈ TpM に対
して, (Xp)

h
z := (dπz)

−1Xp, (Xp)
v
z := K−1

z Xpをそれぞれ Xpの水平, 垂直リフトと呼ぶ.

従って, 任意の接ベクトル Ṽz ∈ TzTM は Ṽz := (Xp)
h
z + (Yp)

v
z なる分解を一意的に持つ.

ここで, Xp, Yp ∈ TpM はXp := π∗(Ṽz)および Yp := K(Ṽz)により決まる接ベクトルであ
る. 同様にM 上のベクトル場Xに対し, TM 上のベクトル場Xh, Xvは, 各点 z ∈ TM で
Xh

z = (Xπ(z))
h
z , Xv

z = (Xπ(z))
v
zを満たすとき, Xの水平および垂直リフトと呼ぶ.

接束 TM は, 次のようにして定義される標準的な概複素構造 J を持つ: M 上のベクト
ル場Xに対して, JXh = Xvおよび JXv = −Xh. また, 佐々木計量 gSとは次で定義され
る TM 上のRiemann計量のことを言う:

g̃(X̃, Ỹ )z := 〈dπzX̃, dπzỸ 〉π(z) + 〈KzX̃, KzỸ 〉π(z).

ここで, X̃, Ỹ ∈ TzTM である. 定義より, 分解 TzTM = Hz ⊕ Vz は gSに関する直交分解
である.

余接束 T ∗M の標準的なシンプレクティック構造を gS により引き戻した TM 上のシン
プレクティック構造を ωと書くと, (TM, J, ω, gS)は almost Kählerとなる. ただし, これ
がKählerになるのは, (M, g)が flatの時に限ることに注意しておく.

以下における目的は,この構造に関して, Harvey-Lawsonの結果の拡張ができるかどうか
を考えることである. NをMの部分多様体とすると, Nの法束 νNはωに関してLagrange

部分多様体になる. まず, この Lagrange法束 νN の (TM, gS)内における平均曲率形式を
計算する. ここで, 平均曲率形式とは, νNの平均曲率ベクトルHに対して, αH := Hcω|νN

で定義される νN 上の 1形式である. (M, g)が実空間形の場合には, (1)の一般化として,

次の公式が得られる.

命題 3 (cf. [8]). N を実空間形M(c)内の部分多様体とする. このとき, gSに関する, 法束
νN の平均曲率形式は次で与えられる:

αH = dθ − cU(θ)U [, where θ(p, u) =
n∑

i=1

arctan κi(p, u)

ここで, κi(p, u) (i = 1, · · · , n)はN の点 pにおける形作用素Auの固有値であり, U(z) :=

uv
z for z = (p, u)は canonical vertical vector fieldである.

この平均曲率形式からまず次が従う.



系 1 ([1]). 実空間形M(c)内の部分多様体 N が austereであることは, その法束 νN が
(TM, gS)内の極小 Lagrange部分多様体であることと同値である.

c = 0のときが, Harvey-Lawsonの結果である. この系 1はCintract-Morvanらによって
初めて示されたものであるが [1], 命題 3の公式はそこには現れていない.

命題 3を単位接束 T1M 内の単位法束 ν1N に適用することができる. この場合, T1M に
は標準的な接触計量構造が入り, ν1N は Legendre部分多様体となる. また, その平均曲率
ベクトルはHを ν1N に制限したものに等しい. 従って, 次を得る.

系 2. N を実空間形M(c)内の austere部分多様体とする. このとき, ν1N は T1M 内の極
小 Legendre部分多様体である.

この逆は一般に成り立たないことに注意する. また, M = Sm(1)のときに限り, T1S
mは

佐々木多様体である. この場合, gSから誘導される計量はEinsteinではないが, η-Einstein

であり, Stiefel多様体 V2(Rm+1) ' T1S
mの標準的な SO(m + 1)不変佐々木-Einstein構造

とD-相似的となる. 計量のD-相似変形で, Legendre部分多様体の極小性は保たれるから,

球面内の austere部分多様体の単位法束は, Stiefel多様体内の極小 Legendre部分多様体を
与える. このことは次のように言い換えることもできる. π : V2(Rm+1) → G̃r2(Rm+1)は
向き付けられた 2平面Grassmann多様体上の主 S1束で, φ : ν1N → T1S

mを Legendreは
め込みとすると, G := π ◦ φは G̃r2(Rm+1)(これは複素二次曲面Qmと同一視される)への
Lagrangeはめ込みである. 一方, この写像 Gは, ν1N を指数写像によってN の球面内の
tubeと同一視したときの tubeの (法空間を対応させる)Gauss写像と見なせる.

νN −→ TSm

ν1N −→ T1S
m ' V2(Rm+1)

N G̃r2(Rm+1)

exp ↓ ↓

∪ ∪
min.

π
G

↙
Sm←

aust.

min.

min.PPPPP

すなわち,

系 3. N を球面 Sm(1)内の austere部分多様体とする. このとき, N の tubeは G̃r2(Rm+1)

内への極小なGauss写像を持つ.

N が austere超曲面ならN 自体が極小なGauss写像を持つ. また, この系の最も基本的
な例が,等径超曲面 (次節参照)である. (球面内の)等径超曲面は,ある焦部分多様体の tube

であるが, その焦部分多様体はすべて austereであることが知られている (例えば, [6]). な
お, 等径超曲面のGauss写像の極小性は B.Palmerが初めて指摘したことである. 系 3は



そのことの拡張である (実際, 系 3は tubeの主曲率を計算し, Palmerの公式を適用するこ
とでも示すことができる). また, 定理 1は Palmerが示したGauss写像に対する平均曲率
形式の公式の一般化にあたる [13].

なお, austere部分多様体の例は, 極小曲面の他, いくつかの具体例が知られている. 球
面の場合なら, 重複度の等しい等径超曲面族のうちの一つや, 他にも例えば, [4]や [6]に例
がある.

系 1をふまえて, 以上のことがより一般のRiemann多様体で成立するかどうかは, 興味
深い問題である. 例えば, 次が示せる:

命題 4 ([8]). (1) (M, g)をRiemann多様体とする. Nを全測地的部分多様体とすると,法
束 νN は (TM, gS)内の極小ラグランジュ部分多様体である.

(2) Mを non-flatな複素空間形とする. Nが複素部分多様体ならば, 法束 νNは (TM, gS)

内の極小ラグランジュ部分多様体である.

(3) M を non-flatな複素空間形, N を一定の主曲率を持つHopf超曲面とする. このとき,

法束 νN が (TM, gS)内の極小ラグランジュ部分多様体であるための必要十分条件
は, N が austereになることである.

この命題で挙げた極小法束を持つ例はすべて austereである. (3)において, 一定の主曲
率を持つ austere Hopf超曲面はCP 2k+1内の全測地的部分多様体CP kの tubeしかないこ
とに注意しておく.

ところが, non-flatな複素空間形には, austereであっても極小法束を持たない例が存在
することが計算により分かる. 例えば, non-flatな複素空間形M 内の極小曲面N2の法束
がまた (TM, gS)内で極小であるなら, N2は全測地的であるか複素曲線でなければならな
いことが示される. 従ってそれら以外の極小曲面は極小な法束を持たない.

なお,実空間形の場合, Nが全測地的であることと, νNが全測地的であることは同値であ
る. しかし,この同値性も一般のRiemann多様体では成立しない. 例えば, CP n (resp. CHn)

内の部分多様体N の法束が全測地的であるための必要十分条件は, N が全測地的部分多
様体CP k (resp. CHk, k = 1, · · · , n− 1)またはRP n (resp. RHn)と局所的に合同になる
ことである [8].
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