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複素二次超曲面の二つの実形と呼ばれるある種の全測地的Lagrange部分多様体
の交叉が対蹠集合 (antipodal set)であることを示す。その系として、複素二次超
曲面の任意の実形は大域的タイトになることがわかる。本講演の内容は [11]に基
づいている。

1 導入
最も簡単な場合の紹介から話を始める。一次元複素二次超曲面は、複素射影直
線CP 1であり、その実形は大円である。CP 1内の異なる二つの大円は二点で交わ
り、交点は対蹠点の対になっている。

この現象の一般化がすべての複素二次超曲面についても成り立つことを示すのが、
この講演の目的である。その結果から、複素二次超曲面内の二つの実形の交点数
もわかる。これは、交叉積分公式を定式化するために必要なことであり、このこと
はこの研究を始めた動機の一つである。また、実形は Lagrange部分多様体になっ
ていて、交点数がわかるだけではなく、二つの Lagrange部分多様体の交叉の形が
対蹠集合になるということ自身、私にとっては興味深い現象である。今回の講演
では複素二次超曲面の場合について得られた結果を紹介するが、他のコンパクト
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型Hermite対称空間についても同様の結果が得られることをを期待して、東京理
科大の田中さんと共同で研究を進めている。

2 主結果と関連事項
M̄ をHermite多様体とする。M̄ の部分多様体M が次の条件を満たすとき、M

を M̄ の実形と呼ぶ。ある対合的反正則等長変換 σ : M̄ → M̄ が存在し

M = {x ∈ M̄ | σ(x) = x}

が成り立つ。実形M は M̄ の全測地的 Lagrange部分多様体になる。
基本的な Hermite多様体の実形の例を挙げておく。複素 Euclid空間 Cn内の自
然に埋め込まれた実Euclid空間Rnは実形である。さらに、複素射影空間CP n内
の自然に埋め込まれた実射影空間RP nも実形である。
複素二次超曲面Qn(C)は

Qn(C) = {[z1, . . . , zn+2] ∈ CP n+1 | z2
1 + · · · + z2

n+2 = 0}

によって定義され、複素射影空間CP n+1の標準的Kähler構造はQn(C)のKähler構
造を誘導する。Qn(C)はコンパクト型Hermite対称空間SO(n+2)/SO(2)×SO(n)

と正則等長的になる。さらに、これはRn+2内の向きの付いた 2次元線形部分空間
全体の成すGrassmann多様体 G̃2(Rn+2)であり、自然に∧2Rn+2内の部分多様体と
みなすことができる。Rn+2の正規直交基底 u1, u2, e1, . . . , enをとる。0 ≤ k ≤ nに
対して、G̃2(Rn+2)の部分多様体 Sk,n−kを

Sk,n−k = Sk(Ru1 + Re1 + · · · + Rek) ∧ Sn−k(Ru2 + Rek+1 + · · · + Ren)

によって定める。ここで、Sm(V )はm + 1次元実 Euclid空間 V 内のm次元単位
超球面である。Sk,n−kは (Sk ×Sn−k)/Z2に等長的になる。竹内 [9]はコンパクト型
Hermite対称空間内の実形を分類している。G̃2(Rn+2)内の二つの部分多様体は、
SO(n+2)の作用で写り合うときに、合同という。竹内の分類結果より、G̃2(Rn+2)

の実形は
Sk,n−k (0 ≤ k ≤ [n/2])

のいずれかと合同になる。これは、Chenと長野 [1]による G̃2(Rn+2)の全測地的部
分多様体の分類結果からもわかる。

Riemann対称空間M の部分集合 Sは次の条件を満たすとき、対蹠集合という。
Sのすべての点 xに対して、点対称 sxは Sのすべての点を固定する。Mの対蹠集
合の元の個数の上限を 2-numberといい#2Mで表す。これらの概念はChenと長
野 [2]が導入した。
対蹠集合と 2-numberに関する例を挙げておこう。n次元球面 Snの点 x ∈ Snを
とると、xにおける点対称 sxの不動点は xと−xだけなので、{x,−x}は極大な対
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蹠集合になる。したがって、#2S
n = 2が成り立つ。次に実射影平面 RP 2につい

て考えよう。RP 2はR3内の 1次元部分空間全体とみなす。R3内の単位ベクトル
e1の張る 1次元部分空間を p1 = Re1 ∈ RP 2と書くと点対称 sp1 は 1p1 − 1p⊥1

から
誘導され、その不動点集合は

F (RP 2, sp1) = {q ∈ RP 2 | q = p1 or q ⊂ p⊥1 }

になる。p2 ∈ F (RP 2, sp1) − {p1}をとり、単位ベクトル e2によって p2 = Re2と
表す。さらに e1, e2, e3がR3の正規直交基底になるように e3をとり p3 = Re3とお
くと、

{p1, p2, p3} = {Re1, Re2, Re3}

はRP 2の対蹠集合になり、#2RP 2 = 3がわかる。下図の対蹠点になる二点を同一
視したものがRP 2であり、矢印はRe1, Re2, Re3を表している。

同様に、Rn+1の正規直交基底 e1, . . . , en+1をとると、

{Re1, . . . , Ren+1}

は RP nの対蹠集合になり、#2RP n = n + 1がわかる。さらに同様の考察によっ
て、Cn+1のユニタリ基底 e1, . . . , en+1をとると、

{Ce1, . . . , Cen+1}

は CP nの対蹠集合になり、#2CP n = n + 1がわかる。これらの例のように、対
蹠集合の概念は線形代数における正規直交系の幾何学的拡張とみることができる。
他の古典型コンパクトRiemann対称空間の対蹠集合もある線形空間の正規直交系
と密接に関係している。
竹内 [10]は、M が対称R空間ならば

#2M = dim H∗(M, Z2), (2.1)

が成り立つことを証明した。ここで、H∗(M, Z2)はM の係数 Z2のホモロジー群
である。竹内 [9]はコンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間であること
も示している。
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定理 2.1 kと lを 0 ≤ k ≤ l ≤ [n/2]を満たす整数とする。L1を G̃2(Rn+2)内の
Sk,n−kと合同な実形とし、L2を G̃2(Rn+2)内の Sl,n−lと合同な実形とする。L1と
L2が横断的に交わるならば、L1 ∩ L2は

{±u1 ∧ u2,±e1 ∧ e2, . . . ,±e2k−1 ∧ e2k}

と合同になる。特に、L1 ∩ L2 は L1 の極大な対蹠集合になり、その元の個数は
#2L1 = 2k + 2に一致する。さらに、k = l = [n/2]ならば、その元の個数は
#2G̃2(Rn+2) = 2[n/2] + 2に一致する。

注意 2.2 複素射影空間CP nの任意の実形は、自然に埋め込まれた実射影空間RP n

と合同になる。Howard[4]は、CP nの実形L1とL2が横断的に交わるならば#(L1∩
L2) = n + 1が成り立つことを示している。その証明をよく読むと本質的に次の主
張を示していることがわかる。Cn+1のユニタリ基底 u1, . . . , un+1が存在し、

L1 ∩ L2 = {Cu1, . . . , Cun+1}

が成り立つ。特に、L1 ∩L2はL1とL2、さらにCP nの極大な対蹠集合になり、そ
の元の個数は#2RP n = #2CP n = n + 1に一致する。このように、定理 2.1はこ
の主張の一般化になっている。

Hermite対称空間M の Lagrange部分多様体 Lが次の条件を満たすとき、Lを
大域的タイトという (Oh[7])。Lが g · Lに横断的に交わるようなM の任意の等長
変換 gに対して

#(L ∩ g · L) = dim H∗(L, Z2)

が成り立つ。注意 2.2より、CP nの実形は大域的タイトになることがわかる。さ
らに、定理 2.1において k = lの場合を考えると、(2.1)より次の系が従う。

系 2.3 複素二次超曲面の任意の実形は大域的タイト Lagrange部分多様体である。

注意 2.4 Q1(C) = CP 1 = S2であり、この実形である大円が大域的タイトである
ことはよく知られている。Q2(C) = CP 1×CP 1 = S2×S2 であり、この実形S0,2と
S1,1は大域的タイトになることを、入江と酒井 [5]はHoward[4]の示したPoincaré

の公式に基づいた積分幾何学の手法で示している。最近彼ら [6]は積分幾何学の同
様の手法でQn(C)内の S0,nと S1,n−1も大域的タイトになることを示した。

3 主結果の証明の概要
Frankel[3]の手法を利用して次の補題を得る。

補題 3.1 M を正の正則断面曲率を持つコンパクトKähler多様体とする。このと
き、M の全測地的コンパクト Lagrange部分多様体L1, L2に対して、L1 ∩L2 6= ∅.
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Frankelの定理は正の断面曲率を持つコンパクト Riemann多様体 X 内のコン
パクト全測地的部分多様体 Y1, Y2 が dim Y1 + dim Y2 ≥ dim X を満たすならば、
Y1 ∩ Y2 6= ∅であることを主張している。証明の方針は次のとおり。Y1 ∩ Y2 = ∅
と仮定する。Y1と Y2を最短測地線で結ぶと、その長さの第一変分は 0になり、断
面曲率が正であることから第二変分は負になる。これは最短性に矛盾するので、
Y1 ∩ Y2 6= ∅が成り立つことがわかる。補題 3.1の場合は、同様に L1 ∩ L2 = ∅と
仮定すると、正則断面曲率が正であることからFrankelの定理と同様の考察によっ
て矛盾を生じる。よって、L1 ∩ L2 6= ∅が成り立つことがわかる。

o = u1 ∧ u2 を G̃2(Rn+2)の原点とする。z = x1 ∧ x2 ∈ G̃2(Rn+2)に対して
z̄ = −x1 ∧ x2と書くことにする。Chenと長野 [1]の結果より, G̃2(Rn+2)の oにお
ける点対称 soの不動点集合は

F (G̃2(Rn+2), so) = {±u1 ∧ u2} ∪ G̃2(Re1 + · · · + Ren)

= {o, ō} ∪ G̃2(Rn)

になる。これは、oの生成するRn+2内の 2次元部分空間上恒等変換であり、その
直交補空間上恒等変換の−1になるRn+2の等長的線形変換が soを誘導することか
らわかる。

補題 3.2 Lを oを通る G̃2(Rn+2)の実形とする。Lが S0,nと合同ならば、

L ∩ F (G̃2(Rn+2), so) = {o, ō}

が成り立つ。Lが Sk,n−k (1 ≤ k ≤ [n/2])と合同ならば、

L ∩ F (G̃2(Rn+2), so) = {o, ō} ∪ L′

が成り立つ。ここで、L′は G̃2(Rn)内の Sk−1,n−k−1と合同な実形である。

コンパクトRiemann多様体X と p ∈ X に対して、X の pにおける最小軌跡を
Cp(X)で表し、接最小軌跡を C̃p(X)で表す。コンパクト対称空間の最小軌跡に関
する酒井 [8]の結果から次の補題を得る。

補題 3.3 oを通る G̃2(Rn+2)の実形 Lに対して

C̃o(L) = ToL ∩ C̃o(G̃2(Rn+2)).

特に、L内の最短測地線は G̃2(Rn+2)においても最短になる。

補題 3.4 oを通る G̃2(Rn+2)の二つの実形 L1と L2が横断的に交わるならば、

L1 ∩ L2 ⊂ F (G̃2(Rn+2), so).
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証明の概略
L1 ∩ L2 − {o} ⊂ Co(G̃2(Rn+2))

が成り立つことを示す。もし、x /∈ Co(G̃2(Rn+2))を満たす x ∈ L1 ∩L2 −{o}が存
在すると、補題 3.3より x /∈ Co(Li) (i = 1, 2)が成り立つ。よって、Li内の最短測
地線 ciによって oと xを結ぶことができる。補題 3.3より、c1と c2は G̃2(Rn+2)に
おいても最短測地線になり、c1 = c2が成り立つ。これはL1とL2が横断的に交わ
るという仮定に矛盾する。

ōについても同様の包含関係が成り立ち、

L1 ∩ L2 − {o, ō} ⊂ Co(G̃2(Rn+2)) ∩ Cō(G̃2(Rn+2)).

G̃2(Rn+2)の最小軌跡を酒井 [8]の結果を使って調べると

Co(G̃2(Rn+2)) ∩ Cō(G̃2(Rn+2)) = G̃2(Rn)

がわかるので、補題の主張を示すことができる。

定理 2.1の証明の概略 補題 3.1より L1 ∩ L2 6= ∅となる。そこで、o ∈ L1 ∩ L2

とする。定理の最初の主張を kに関する帰納法で証明する。k = 0のときは、補題
3.2と 3.4より L1 ∩ L2 = {o, ō}が成り立つ。1 ≤ k ≤ [n/2]の場合は、補題 3.2を
使って帰納的に証明できる。

Chenと長野 [2]の結果より、#2S
k,n−k = 2k + 2と#2G̃2(Rn+2) = 2[n/2] + 2 が

成り立つ。これらより、定理の後半の主張を得る。

4 その後の進展
その後、東京理科大の田中さんと共同で得た結果を追加しておく。

定理 4.1 M をコンパクト既約 Hermite対称空間とする。M の二つの実形 L1, L2

が横断的に交わるならば、L1 ∩ L2は L1と L2の対蹠集合になる。

さらにM が複素Grassmann多様体の場合には、横断的に交わる実形 L1, L2に
対して

#(L1 ∩ L2) = min{#2L1, #2L2}

が成り立つことが、実形の二つの合同類の系列についてわかった。これは定理 2.1

の拡張になっている。
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