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1.  緒言

　複雑な非線形現象を数理方程式として記述し，その解の
分岐構造やカオス・フラクタル構造を解明する力学系理論
は，数物系のみならず，生命医学系や電子情報系などの幅
広い分野で取り入れられている．燃焼分野ではあまり馴染
みのない力学系理論は，応用数学分野で体系化が進んでい
るが，ここ最近，ガスタービンモデル燃焼器で発生する燃
焼不安定 (燃焼振動と吹き消え) を対象とした実験的・理論
的研究に取り入れられ，流体分野の Journal of Fluid 
Mechanics や非線科学分野の Chaos などに研究例が数多く
報告されている[1-8]．そして，燃焼不安定の周期倍分岐構
造や Ruelle-Takens-Newhouse のシナリオ，マルチフラクタ
ル性が明らかにされつつある．サンフランシスコで開催さ
れた第 35 回国際燃焼シンポジウムの Acoustically forced 
flames と Flame dynamics のセッションでも，力学系理論を
用いた燃焼不安定の非線形特性の解明がケンブリッジ大学
[9]やインド工科大学[10]らの研究グループによって積極的
に行われている．他方，著者は，近年進展の著しい複雑系
科学の理論と数理技術をガスタービン燃焼不安定の新しい
研究手法の開発に応用することは高度化する燃焼器の設

計・制御開発にも大きく寄与すると考え，力学系理論の工
学的応用を目的に，宇宙航空研究開発機構 航空技術部門 
推進技術研究ユニットと共同で研究を進めている[11-13]．
また，脳・生命システムにおける神経ネットワークの構造
に着目したニューラルネットワークを導入し，従来の研究
[1-10]では明らかにされていない燃焼不安定の非線形特性
の解明も同機構と共同で進めている[14]．
　上述のように，ガスタービン燃焼不安定に対して力学系
理論が積極的に導入されるようになったのは最近である
が，10 年ほど前からも力学系理論は熱物質拡散や浮力の影
響を受けた様々な火炎の挙動解明にも適用されている
[15,16]．これらの研究では，1980 年代に提案された位相空
間内の軌道不安定性と自己相似性を定量化するリャプノフ
指数と相関次元を用いて，火炎面不安定の非線形特性を明
らかにしたが，これらの特性量が工学的な応用へ展開され
ていなかったように思われる．その後，著者らは軌道不安
定性の重要な性質である「短期予測可能・長期予測不可能
性」に着目した予測法を燃焼研究に初めて導入し，工学的
な視点から力学系理論の有用性の一端を明らかにした[17]．
この研究成果を踏まえて，ガスタービンモデル燃焼器で発
生する突発的な燃焼振動の短期的予測の可能性を明らかに
した[11]．近年，記号力学に基づいた順列エントロピー法，
粗視化を考慮したマルチスケールエントロピー法の体系化
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が著しく進んでいる．さらに，グラフ理論をもとに，脳神
経回路網や細胞内の遺伝子・たんぱく質ネットワークの解
明に関連した「スモールワールド・スケールフリー性」を
キーワードとした複雑ネットワークの体系化も著しく進ん
でいる．非線形現象を取り扱うための新しい理論と数理技
術が記号力学やグラフ理論を中心に展開されており，著者
らもガスタービン燃焼不安定[18]のみならず，様々な燃焼
現象に対して積極的に導入している[19]．
　本稿では，非線形現象を取り扱う上で基本となる力学系
理論をガスタービン燃焼不安定に適用し，その非線形特性
の解明と工学的応用の可能性を明らかにしたものを紹介す
る．

2.  実験装置及び方法の概要

　本研究で使用する予混合ガスタービンモデル燃焼器の概
略図を図 1 に示す[12,18]．空気供給系，主燃料および二次
燃料供給系，燃料 - 空気混合室，燃焼室，冷却部から構成
されており，燃焼室は Tachibana et al. [20,21]によって使用
されたものと同様とする．燃料にはメタンを用いる．火炎
は燃焼室入口に組み込まれた軸流スワーラ (ハブ径 19 mm，
スワーラ外形 30 mm) によって保持される．燃焼室内の圧
力変動 p' [kPa] は，燃焼室入口から軸流方向に 20 mm の位
置の燃焼室壁面に取り付けられた圧力トランデューサー 
(JTEKT 社製 PD104K-10kPa) を用いて，5 kHz のサンプリン
グ周波数で測定される．予混合気のスワーラ断面平均流速 
U を 5.0 m/s，5.8 m/s とし，主燃料流量 QCH4 を減少させる
ことで当量比 f を 0.75 から 0.49 まで低下させる．また，
本研究では，擬似レーリーインデックス R を見積ることで，
燃焼振動の駆動領域を調べる．擬レーリーインデックスの
見積りで必要となる OH 自発光強度の測定には，イメージ
インテンシファイアー (浜松ホトニクス製 C10880-03F) 付
き高速度カメラ (Photron 製 FASTCAM SA3) を用いる．

3.  力学系理論に基づく時系列解析

　力学系理論に基づく時系列解析は，Takens の埋め込み次
元定理[22]を用いて不安定現象の時間変動を遅延座標系に
変換し，構築された位相空間内の軌道の静的特徴である自
己相似性や動的性質である軌道不安定性を定量化する手法
である[23]．レーリー・ベナール対流の数理方程式として
提案されたローレンツ方程式の解に対して適用されて以来
[24]，複雑なダイナミックスの非線形特性を明らかにする
上で有用な手法となっている[23]．図 2 で示されるように，
次式を用いて，燃焼不安定の圧力変動 p' を位相空間へ変換
し，ti (i= 1, 2, ..., N) を変化させることで，D 次元の位相空
間内に軌道を描く．

ただし，p(ti) を位相空間内の軌道上の点，ts を遅れ時間，
D を位相空間の次元，N をデータ点数とする．また，誤り
近傍ベクトル[25]の影響が無視できる次元を最適な位相空
間の次元とし，圧力変動の相互情報量が最初に最小になる
ときの時間[26]を最適な遅れ時間とする．本研究では，軌
道同士の距離の秩序・非秩序構造を明らかにするカラーリ
カレンスプロット[12]，軌道不安定性を定量化する局所近
似予測法[12]と並進誤差法[12]を用いる．

3.1.  カラーリカレンスプロット
　リカレンスプロットは，位相空間内の 2 点間距離  
||p(ti)-p(tj)|| を i, j の座標軸から構成される 2 次元平面上に 
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Fig.1　Schematic of the experimental setup.

Fig.2 D-dimensional phase space constructed from temporal evolutions 
of pressure fluctuations p' using Taken’s embedding theorem.
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binary plot として表示させたものである[27]．近年，Kabiraj 
& Sujith [2]は燃焼振動に対してリカレンスプロットを適用
している．他方，2 点間距離の大きさを画素として描画す
る方法[12,28]では，リカレンスプロットの構造が ||p(ti)-
p(tj)|| の閾値に依存しない利点を有する．本研究では，次式
を用いて 2 点間距離を量子化し，256 階調のカラーリカレ
ンスプロットを描く．圧力変動に決定論的な特徴が存在し
ていれば，カラーリカレンスプロット上に規則正しい配列
構造が形成され，ランダム的な特徴が存在していれば，均
一的な構造が形成される．

3.2.  局所近似予測法
　近接する軌道群間の距離の時間変化に着目した局所近似
予測法は，軌道不安定性の重要な特徴である「短期予測可
能・長期予測不可能性」を調べるのに有用である[11,17,29]．
この手法では，まず，圧力変動を二分する．圧力変動を予
測するためのデータベースとして前半部分を用い，予測さ
れた圧力変動と比較するための参照用データとして後半部
分を用いる．図 3 で示されるように，データベースから構
成される位相空間内の軌道の予測される点を p(tp) とし，T 
ステップ後に p(tp+TsΔt) に移るものとする．このとき，p(tp) 
に近接する p(tk) は p(tk+TsΔt) に移る．p(tk+TsΔt) を p(tp) と 
p(tk) の距離の指数関数で重みづけすることで，p(tp+TsΔt) を
次式より求める．p(tp+TsΔt) を時系列データに逆変換するこ
とで，予測される圧力変動が得られる．本研究では，軌道
群の決定論的性質が失われる前に，軌道群のデータベース
を更新させることによって，圧力変動の短期的な予測を行
う[11]．

ただし，k を近傍点数，Δt を圧力変動の時間分解能，Ts を
予測ステップとし，k = 1000，Δt = 0.2 ms，Ts = 1 とする．
なお，本手法では，p(ti) = (p'(ti), p'(ti -ts),..., p'(ti -(D-1)ts)) と
する．

3.3.  並進誤差法
　近接する軌道群の平行度を算出する並進誤差法は，局所
近似予測法と同様に，軌道不安定性を定量化する上で重要
な手法であるが，本研究では，燃焼不安定のオンライン回
避を行うために並進誤差を検知器として用いる．この方法
では，p(ti) の最近傍ベクトル p(tk) (k = 1, 2,…, K) のそれぞれに
ついて，T ステップだけ時間が経過した後の p(tk+TΔt) に着目
する．このとき，各軌道のベクトル v(tk)(=p(tk+TΔt)-p(tk)) の方
向の分散は並進誤差 Etrans として次式で表せる．ただし，

v(tk) を平均化したベクトルとする．図 4 で示されるように，
v(tk) が互いに平行であれは，圧力変動は決定論的な特徴を
有し，v(tk) が互いに交差していれば，ランダム的な特徴を
有する．本研究では，p(ti) を無作為に M 個選択し，その平
均値を Etrans として求める．図 5 で示されるように，100 ms 
ごとにサンプリングされる圧力変動から並進誤差をオンラ
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Fig.3　Local prediction method.

Fig.4　Translation error method.

Fig.5　Online detection of combustion instability using translation error.
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インで算出させる．

ただし，k を近傍点数，T を時間ステップとし，k = 5，T = 8，
M = 100 とする．

4.  結果と考察

4.1.  本研究で観察される燃焼不安定
　図 6 に当量比 f を変化させたときの圧力変動 p' を示す．
f = 0.75 のとき，振幅が大きく，周期性の強い振動，いわ
ゆる燃焼振動が顕著に観察される．f を 0.61 まで低下させ
ると，振幅が急激に小さくなったバーストが間欠的に生じ
るようになる．このような間欠的な燃焼振動は，ブラフボ
ディー型の燃焼器でも観察されている[5]．吹き消え付近に
対応する f = 0.51 まで当量比を低下させると，燃焼振動は
消滅し，振幅の小さな不規則変動へ移行するようになる．
図 7 に圧力変動のパワースペクトルと f の関係を示す．燃
焼振動が形成される f = 0.70 では，約 185 Hz に卓越的な周
波数ピークが観察され，圧力変動が間欠的になるまで保持
される．立花らの研究[20,21]に基づくと，燃焼室入口を固
定端，出口を開放端としたときの燃焼室縦方向の 1/4 波長
音響共鳴モードが卓越されていると考えられる．燃焼振動
が消滅する吹き消え付近では，この共鳴モードは観察され
なくなり，パワースペクトル分布も連続的になる．本研究

で形成される燃焼振動の周期性は強いが，サイクルサロ
ゲートを考慮した順列エントロピー法，サイクルネット
ワーク法と位相空間ネットワーク法による複雑ネットワー
クを用いることで，疑周期振動，高次元性，スモールワー
ルド・スケールフリー性など，周波数解析では抽出できな
い複雑なダイナミックスが存在することが明らかにされて
いる[18]．本研究の燃焼室で形成される流れ場は二つの大
きなスケールを伴った再循環流，すなわち旋回流れに起因
するスワーラ中心軸上の渦崩壊と Damp 領域における循環
流から成ると考えられる[21]．そして，2 つの循環流の境
界領域におけるせん断層不安定で生成される渦運動に起因
した火炎面巻き込みを伴って，燃焼振動が保持される．本
研究では，次式で示す擬似レーリーインデックス R を見積
ることで，燃焼振動の駆動領域を調べる．

ただし，p(t) はバンドパスフィルタをかけた圧力変動信号，t 
はピーク周波数の 1 サイクルに対応する時間，IOH*Abel (t, x, y) 
は位相平均した自発光強度分布のアーベル逆変換後の強度
分布とする．図 8 に燃焼振動が形成されているときの擬似
レーリーインデックス R の空間分布を示す．上述のせん断
層領域で R は大きくなっており，せん断層領域における圧
力変動と熱発生率の相互干渉が燃焼振動の保持に対して重
要な役割を担っていることを示唆している．本研究では，
力学系理論を用いたガスタービン燃焼不安定の非線形特性
の解明と工学的応用に焦点を当てているが，今後，燃焼振
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Fig.6 Temporal evolutions of pressure fluctuations p' for 
different equivalence ratios f.

Fig.7 Power spectrum distribution of pressure fluctuations p' for different 
equivalence ratio f. Thermoacoustic combustion oscillations with dominant 
frequency f ≈ 185 Hz are clearly observed at f ≥ 0.61 [13].
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動の保持メカニズムで重要となるせん断層領域の流体力学
的構造も明らかにしていく必要がある．

4.2.  燃焼不安定の非線形特性
　間欠的な燃焼振動のダイナミックスの一端を明らかにす
るために，f = 0.61 のときに形成される間欠的な燃焼振動
のカラーリカレンスプロットを図 9 に示す．ただし，10 秒
間の圧力変動 (50000×50000 点) を表示させたものとする．
図 9(a) で示されるように，カラーリカレンスプロット内で
は，大きな正方形や長方形が規則的に存在しつつも，カラー
分布が均一化した不規則的な構造も有している．N = 20000 
から 23000 までの領域を拡大すると，同様な傾向が観察さ
れている．さらに N = 20100 から 20400 までの領域を拡大
すると，周期的運動の存在を示す対角方向の線が断続的に
形成されている．これらの結果から，間欠的な燃焼振動が
発生している領域では，周期構造と不規則構造が入り組ん
だ間欠カオスの存在の可能性が示唆される．

　間欠カオスの存在についてより詳細な検討を加えるため
に，局所近似予測法を用いて短期予測可能・長期予測不可
能性を明らかにする．局所近似予測法そのものは，
Sugihara & May [30]によって 1990 年代に提案されたもので
あるが，軌道群の決定論的性質が失われる前にデータベー
スを更新していない．この点に着目して，最近，著者らは
固相と気相に挟まれる薄い液相の変形運動や化学反応面の
位相乱流などを記述する一般化された Kuramoto-
Sivashinsky 方程式から生成される相界面ダイナミックスを
対象に，高次元の決定論現象と確率現象を分離する方法論
を提案した[31]．この方法では，データベースの更新を考
慮した局所近似予測法を用いて，時系列データとその増分
過程をそれぞれ短期的に予測させる．そして，両者の短期
予測可能・長期予測可能性が一致すればダイナミックスは
決定論的として，一致しない場合は確率的として判定する．
間欠的な燃焼振動に本手法を適用した結果を図 10 に示す．
なお，横軸は予測時間 tP を，縦軸は予測値と計測値の相関
係数 C を示し，図 10 の上側はオリジナルデータを，図 10 
の下側はオリジナルデータの増分過程 (=Δp') を予測させた
ものとする．得られた C と tP の関係は，短期予測可能・
長期予測不可能の性質を示しており，両者の分布はほぼ対
応している．このことから，間欠的な燃焼振動にはカオス
的な特徴を有すると言える．他方，図 11 で示されるように，
吹き消え付近では 両者が一致しておらず，吹き消え付近の
圧力変動は確率的であると言える．Nair & Sujith [4]は，吹
き消え付近の圧力変動にはカオス的な特徴が存在すると報
告しているが，古典的なランダムサロゲートを組み合わせ
たマルチフラクタル解析を導入しているに留まっている．
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Fig.8 Spatial distribution of pseudo-Rayleigh index in thermoacoustic 
combustion oscillations [18].

Fig.9 Recurrence plots (RPs) composed of 50000×50000 points for 
intermittent pressure fluctuations. They consist of large square, 
rectangular, regular and locally irregular patterns.

Fig.10 Changes in the correlation coefficient C between the actual 
and predicted dynamic behaviors in the intermittent pressure 
fluctuations as a function of the duration tP of the actual 
pressure fluctuations added to the library data. Changes in C for 
increments of Δp'(= p(ti+1)-p(ti)) are also shown as a function 
of tP. C for p at tP = 2×10-4 is nearly unity, and remains nearly 
unchanged up to tP = 3.6×10-3, which is the manifestation of 
short-term predictability nature. A similar trend is observed for 
increments of Δp' [12].
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著者らは，決定論現象と確率現象の分離法のみならず，短
期予測可能・長期予測不可能性の定量化には，予測可能時
間 tP,c と相関係数の勾配 dlnC/dlntP が重要であることも提
案している．図 12 で示されるように，もし，ダイナミッ
クスが複雑になれば，tP,c は低下し，dlnC/dlntP は増加する．
図 13 に tP,c と dlnC/dln tP を f で整理した結果を示す．f が
低下し，間欠的な燃焼振動が形成されると，tP,c は著しく
低下し，dlnC/dlntP は増加する．吹き消えに近づくに伴って，
dlnC/dlntP はさらに増加する．これらの結果から，本手法
が当量比の低下に伴う燃焼不安定の複雑化を特徴づけるの
に有用であると言える．

4.3.  燃焼不安定の事前検知と回避
　図 14 に f = 0.65 における p' と並進誤差 Etrans の時間変化
を示す．圧力変動の振幅が急激に変化すると同時に，Etrans 
の値も大きく変化する．このことは，並進誤差は圧力変動
の急激な変化に対して瞬時に応答していることを示してお
り，並進誤差によって燃焼状態を検知することが可能であ
ると言える．図 15 に f を変化させたときの圧力変動振幅
の標準偏差 p'rms と Etrans の関係を示す．p'rms は f の低下に
伴って緩やかに減少し，f = 0.62 において燃焼振動が発生
しなくなると，急激に減少する．さらに f を低下させると，
p'rms はほぼ一定となる．このことは，吹き消え付近の燃焼
状態を p'rms で特徴づけることはできず，p'rms に閾値を設け
ても吹き消え付近の燃焼状態を制御することが困難である
ことを示唆している．他方，並進誤差に着目すると，燃焼
振動が発生しなくなる f = 0.62 で，Etrans は急激に増加する．
この傾向は p'rms とほぼ対応している．f をさらに低下させ
ていくと，p'rms の場合と異なり，Etrans は吹き消えに至るま
で単調に増加する．当量比の低下に伴って，圧力変動の決
定論的な特徴が失われていくが，並進誤差は吹き消え付近
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Fig.11 Changes in the correlation coefficient C between the actual 
and predicted dynamic behaviors of pressure fluctuations close 
to lean blowout as a function of the duration tP of the actual 
pressure fluctuations added to the library data. Changes in C for 
Δp'(= p'(ti+1)-p'(ti)) are also shown as a function of tP. C for Δp' 
is almost zero regardless of tP. This is a distinctive feature of 
stochastic process [13].

Fig.12 Quantification of short-term predictability and long-term 
unpredictability characteristics [28].

Fig.13 Variations in tP,c and |dlnC/dlntP| as a function of equivalence 
ratio f. Both tP,c and |dlnC/dlntP| abruptly change at f = 0.61 
owing to the appearance of intermittency. The degree of the 
unpredictability estimated by |dlnC/dlntP| significantly increases 
with decreasing f from 0.6 to 0.49, close to lean blowout.

Fig.14 Time variations of pressure fluctuations p', three-dimensional 
phase space (p'(t), p'(t+ts), p'(t+2ts)), and translation error 
Etrans. The amplitude of p' drastically changes with the onset of 
intermittency. Etrans responds to the drastic change in p' [12].
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における燃焼状態の変化を十分捉えている．これらの結果
から，本研究で導入する並進誤差法は吹き消え付近の燃焼
状態を特徴づけることが可能であり，吹き消えの発生を検
知することが可能であると思われる．そこで本研究では，
図 15 で示された並進誤差と当量比の関係に着目して，吹
き消えのオンライン回避を行う．
　図 16 に二次燃料流量を変化させたフィードバック制御
を用いて吹き消えの回避を行った結果を示す．図中の点線
で示されるように，燃焼状態が吹き消えの領域に至るまで
主燃料流量 QCH4,main のみを徐々に低下させる．本研究では，
QCH4,secondary = α (Etrans-Etrans,thre) となるように，設定された
並進誤差の閾値 Etrans,thre とリアルタイムに算出される Etrans 
との差に比例した値を二次燃料流量 QCH4,secondary と関連づ
けることで，吹き消えの回避を行う．ただし，Etrans,thre = 0.15, 
α = 1.0 とする．図 16 で示されるように，QCH4,main を著し
く低下させ，吹き消えが発生する条件に至っても，
QCH4,secondary の増加によって，吹き消えが発生する当量比
よりも高い当量比を維持しながら，回避されている．
QCH4,main のみを低下させ，吹き消え領域に至った後に 
QCH4,main を増加させた場合の結果を図 17 に示す．図 16 で
得られた結果と同様に，吹き消えは回避されている．これ
らの結果から，並進誤差を検知器に用いることで，吹き消
えの回避を行うことが可能であることがわかる．周波数解
析を用いた吹き消えのオンライン回避に関する研究[32]も
行われているが，本研究で導入した並進誤差は周波数解析
では特徴化が困難な燃焼不安定の事前検知・回避を可能に
するものと思われる．

5.  まとめ

　最近，力学系理論がガスタービン燃焼不安定の非線形特
性の解明に適用されつつあるが，相関次元，特異性スペク
トル，リャプノフ指数やリカレンスプロットが示されてい
るに留まっている．本研究では，位相空間内の軌道不安定
性に着目した局所近似予測法と並進誤差法が，燃焼不安定
の非線形特性の解明や事前検知・回避に有用であることを
明らかにした .
　本稿では，力学系理論に焦点を当てたが，著者らは記号
力学に基づいた順列エントロピー法も燃焼不安定の事前検
知・回避に対して有用であることを報告している[13]．ま
た，インペリアル カレッジ ロンドン 機械工学科との共同
研究により，5 サイクル程度の燃焼振動に対しても順列エ
ントロピーが検知器として使用可能であること[33]，宇宙
航空研究開発機構 航空技術部門 推進技術研究ユニットが
保有する高圧試験設備を用いた燃焼振動の検知に対しても
順列エントロピーが有用であること[34]なども明らかにし
つつある．著者らが最近進めている複雑ネットワーク[35]
とともに，複雑系数理学の視点から燃焼ダイナミックスの
解明とその工学的応用の可能性を明らかにしていきたい．
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Fig.15 Standard deviation of pressure fluctuations p'rms and translation 
error Etrans as functions of equivalence ratio f. p'rms remains 
nearly unchanged for f = 0.61. In contrast, Etrans increases as f 
decreases from 0.61 to 0.49, close to lean blowout (LBO), which 
shows that the translation error clearly captures the significant 
change in combustion close to LBO [12].

Fig.16 Time variation of equivalence ratio f with decreasing volume 
flow rate of main fuel QCH4,main. Lean blowout (LBO) is 
prevented even when QCH4,main is decreased to 6 L/min [12].

Fig.17 Time variation of equivalence ratio f with decreasing and 
then increasing volume flow rate of main fuel QCH4,main. The 
prevention of lean blowout (LBO) is achieved for the transient 
process as well as for the case of a power reduction [12].
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