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LANDAU-GINZBURG 型方程式の解の漸近的振る舞いについて

林 　仲夫

次の非線型消散型方程式について考える.{
ut − αuxx + β|u|2u = 0, x ∈ R, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,
(0.1)

ここで α, β ∈ C, <α > 0とする. 次の仮定をもうける. <δ ≥ 0,ここで δ = δ(α, β) =
β√

2|α|2+α2
とする. 方程式 (0.1) は複素 Landau-Ginzburg 方程式と呼ばれるもので

あり, ここでの目的は解の時空間に関する漸近的振る舞いについて考えることである.
なお解の存在についてはすでに多くの研究がなされている. (例えば [4], [5], [8] 参照).
また

ut − uxx − up = 0, 1 < p ≤ 3, u(0, x) = u0(x) > 0
の解の爆発についての研究は [2], [6], [7]. 解の漸近的振舞いについては [1], [3]によっ
て方程式

ut − uxx + u3 = 0, u(0, x) = u0(x) > 0
に対して研究されている. 注意すべき点は解の L∞ norm の時間減衰が t−1/2 より早
いことである. 我々の結果を述べるためにいくつかの関数空間と記号を準備する. 重
みつきのソボレフ空間を次のように定義する.

Hm,s =
{
φ ∈ L2; ‖φ‖m,s = ‖〈x〉s 〈i∂x〉m φ‖ < ∞}

,

m, s ∈ R+, 〈x〉 =
√

1 + x2. C (I; B)によって区間 Iから Banach space Bへの連続
関数全体の集合を表すことにする。次の関数空間を準備する.

W = H1,0 ∩H0,1 with ‖φ‖W = ‖φ‖1,0 + ‖φ‖0,1.

我々の結果についてのべることにする.

Theorem 0.1. We assume that u0 ∈ W with sufficiently small norm ‖u0‖W = ε
and θ =

∣∣∫ u0 (x) dx
∣∣ > 0. Then there exists a unique solution

u(t, x) ∈ L∞ ((0, ∞)× R) ∩C ([0, ∞);W)

satisfying the following time decay estimate

‖u(t)‖∞ ≤ Cε√
1 + t

√
1 + η log(1 + t)

,

if η = θ2

2π<δ > 0, and

‖u(t)‖∞ ≤ Cε√
1 + t 4

√
1 + µ log(1 + t)

,

if η = 0, µ = θ4(=δ)2

(4π)2
< (2ν1 − ν2) > 0, finally

‖u(t)‖∞ ≤ Cε√
1 + t 6

√
1 + κ log(1 + t)

,
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if η = 0, µ = 0, κ > 0, where κ is a positive constant determined by α and β.
Furthermore the following asymptotic formulas of the solution are valid

u(t, x) =
θ√

4παt

1√
1 + η log t

exp
(
− x2

4αt
− iω

η
log log t + i arg û0(0)

)

+O

(
ε5/2

√
t log t log t

)
,

if η > 0,

u(t, x) =
θ√

4παt

1
4
√

1 + µ log t
exp

(
− x2

4αt
− 2iω√

µ

√
log t + i arg û0(0)

)

+O

(
ε3

√
t 4
√

log t
√

log t

)
,

if η = 0, µ > 0, and finally

u(t, x) =
θ√

4παt

1
6
√

1 + κ log t
exp

(
− x2

4αt
− 3iω

2 3
√

κ

3
√

log2 t + i arg û0(0)
)

+O

(
ε3

√
t 6
√

log t 3
√

log t

)
,

if η = 0, µ = 0, where ω = θ2

4π=δ(α, β).
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