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本講演では、冪乗型の非線形項を持つ非線形 Schr�odinger 方程式の、
初期値が高い微分可能性を持つ場合の初期値問題における局所解の lo-

cal regularityを評価し、非線形 Schr�odinger 方程式に起こる smoothing

e�ectsについて考察する。

考える方程式は次の非線形 Schr�odinger 方程式である。

i@tu = ��u+ F (u); (t; x) 2 R+ � Rn; (1)

ここで、非線形項 F (u) = jujp�1u, 1 < p <1,または F (u) = (W �juj2)u,

W 2 Lq, 1 < q <1 である。

Kato [3] において、初期値が Hs, s � 0 に属する場合、s に依存す
る冪乗型の増大度を持つ非線形項、特に F (u) = jujp�1u である方程式
(1)の local wellposedness が証明された。また、Hartree 型の非線形項
F (u) = (W � juj2)u をもつ方程式 (1)の local wellposedness もよく知ら
れている。(例えば、Hirata [2] 参照。)これらの解の regularityを評価す
ることにより、次の定理が得られた。

定理１. s � 0 とする。また F (u) = jujp�1u で、s < n=2 ならば、
fsg � p � 1 + 4=(n � 2s) を仮定する。ただし fsgは、s =2 Z なら
ば fsg = [s] + 1, s 2 N ならば fsg = s, f0g = 1 とする。この時、
u(0) = u0 2 Hs なる方程式 (1)の解 u 2 C (I;Hs), I = [0; T ], T は十分
小、は次を満たす。

(i) s > 1 ならば、'u 2 L2(I;Hs+1=2) である。ここで、'(x) = (1 +

jxj2)�1=2�", " > 0.

(ii) 0 � s � 1 ならば、1 � n � 2s + 4 の時に、'u 2 L2(I;Hs+1=2) を
満たす。n > 2s+4 の時は、さらに p < 1+ 2=(n� 2s� 2)という仮定の
下で、'u 2 L2(I;Hs+1=2)を満たす。

定理２. s � 0 とする。また F (u) = (W � juj2)u, W 2 Lq で q >

n=(2s+ 3)かつ q � 1 を仮定する。この時、u(0) = u0 2 Hsなる方程式
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(1)の解 u 2 C (I;Hs), I = [0; T ], T は十分小、は 'u 2 L2(I;Hs+1=2) を
満たす。

定理１.の証明 u = �u0�iGF (u)より、'u = '�u0�i'GF (u)を評価す
る。ここで、��(t) = eit��, Gf(t) =

R t

0
ei(t�s)�f (s)ds. 自由 Schr�odinger

作用素のもつ smoothing e�ectsにより

k'�u0kL2(I ;Hs+1=2) � CIku0kHs; (2)

(例えば、[7],[6]を参照。) また、双対性により、

k'GF (u)kL2(I ;Hs+1=2) � CIkF (u)kL1(I;Hs): (3)

右辺のノルムが収束することは、Sobolevの埋蔵定理により、自明である
（Nakamura [4, 5], Sj�olin [8]参照）。

定理２.の証明も同様である。

次に、非斉次項に対する smoothing pproperty を考察する。これに関
連して、次の評価が得られた。

命題３. ja(t; s)j � 1を満たすR2上の可測関数 a(t; s)に対し、Gaf(t) =R
1

�1
a(t; s)ei(t�s)�f(s)dsを定義する。Ft;sa 2 L1(R2)（Ft;sは t, sに関す

る Fourier 変換。）ならば、

k'GafkL2(I ;H1=2) � CIkfkLr0(R;Lp0(Rn));

が成り立つ。ここで、(p0; r0)は 1=p0+2=nr0 = 1=2+2=nかつ 1=2 � 1=p0 <

1=2 + 2=nを満たす。（the admissible pair の共役指数。）

注意. もし、

a(t; s) =

(
1; 0 � s � t � T

0; otherwise ;

ならば、G = Ga である。しかしこの場合は、Ft;sa =2 L1である。

証明は、双対評価において、the Fourier restriction theoremと Stricharz

評価を組み合わせる。(Constantin and Saut [1]参照。)
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