
摩擦項をもつ波動方程式に対する抽象散乱理論

日本工業大学工学部、東海大学理学部非常勤講師 　中澤秀夫

2001.6.30

1. 序

(1.1)

�
wtt �4w + b(x)wt = 0 in R

N � R

w(x; 0) = w0(x); wt(x; 0) = w1(x) in R
N

の散乱問題を考える。ここで、b(x)は有界かつ 1 階連続的微分可能実数値函数とする。

K. Mochizuki [4]は (1:1) with N 6= 2に対し正の時間方向での散乱状態の存在を証明し
た。その後 K. Mochizuki [6]は同様の結果を負の時間方向に対しても示し散乱理論を構成
した。

定理 0 (K. Mochizuki [6]). 空間次元 N は 2 でないとし、b(x) は次の条件を満たす 1
階連続的微分可能複素数値函数とする：

或る非負の実数値連続函数 a(r) (r = jxj) で、a(�) 2 L1([0;1)),
R1
r
a(s)ds � ra(r),R1

0
a(r)dr < (

p
5� 1)=4 を満たすものが存在して jb(x)j � a(r) が成り立つ。

このとき波動作用素 W� = s� limt!�1 U(�t)U0(t)がエネルギー空間 E � _H1(RN )�
L2(RN ) 上存在し全単射である。従って散乱作用素 S =W�1

+ W� が定義できる。

以下ではこの結果を 2 次元空間の場合に拡張し、更により抽象的な枠組みを与えること
を考える。

主結果を述べるために次の記号を導入する：

記号と定義.

(1) e0 = 1; en = een�1 for n 2 N :

(2) log[0] a = a; log[n] a = log log[n�1] a for n 2 N :

(3) (重み付きL2{空間)

任意に固定した n 2 N [ f0g に対して
L2;n;�;� = f f j kfkn;�;� <1g ;
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但し

kfk2n;�;� =

Z
RN

hn�1Y
j=0

log[j](en + r)
i2� h

log[n](en + r)
i2�

jf(x)j2dx:

特に n = 0 に対しては L2;� � L2;0;�;� と書く。

(4)（Besov型の函数空間 (S. Agmon{L. H�ormander [2])）

B1=2 =
�
f j jjf jjB1=2

<1	
但し

jjf jjB1=2
=
X
j�1

2(j�1)=2
nZ

2j�2<r<2j�1

jf(x)j2dx
o1=2

ここで 2�1 � 0 と約束する。

B�1=2 は L2(RN ) に関する B1=2 の共役空間。

この定義から特に次が成り立つ：

命題 1.

(1) 任意に固定した n 2 N, Æ > 0 に対して

L2;(1+Æ)=2 � L2;n;1=2;(1+Æ)=2 � B1=2 � L2 � B�1=2 � L2;n;�1=2;�(1+Æ)=2 � L2;�(1+Æ)=2:

従って特に正定数 K1, K2 が存在して任意の n 2 N [ f0g, Æ > 0 に対して

jjh1jjB1=2
� K1jjh1jjn;1=2;(1+Æ)=2;

jjh2jjn;�1=2;�(1+Æ)=2 � K2jjh2jjB�
1=2

が成り立つ。

(2) m, n 2 N が m < n を満たすとすると

L2;(1+Æ)=2 � L2;m;1=2;(1+Æ)=2 � L2;n;1=2;(1+Æ)=2 � L2:

更に後に必要となる結果として

命題 2 (S. Agmon [1]). N � 2 として u(x) を Hermholtz 方程式

(��� �2)u(x) = f(x) in R
N

の解とする。このとき � 2 C に依らない正定数 CA が存在して

j�jjjujjB�
1=2

� CAjjf jjB1=2

が成り立つ、ここに、

CA =

� f(p5 + 1)2 + 1g1=2 (N = 2);p
5 + 1 (N � 3)
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である。

仮定は次の通り：

(B): N � 2, 9n 2 N [ f0g, 9b0(> 0), 9Æ > 0 satisfying 0 < b0 < (K1K2CA)
�1 s.t.

jb(x)j �
8<
:
b0(1 + r)�1�Æ (if n = 0);

b0

hQn�1
j=0 log

[j](en + r)
i�1 h

log[n](en + r)
i�1�Æ

(if n 2 N):

主結果は次の通り：

定理 1 (散乱理論). (B) を仮定する。このとき波動作用素がエネルギー空間上存在して全
単射となる。従って散乱作用素が定義できる。

系 2 (散乱状態の存在). (B) において b(x) � 0 とし、b0 の小ささは仮定しない。このと
き自由な系の解 w0(x; t)（即ち (1:1) with b(x) � 0 の解）が存在して (1:1) の解 w(x; t)は
エネルギーノルムの意味で w0(x; t)に時刻正の無限大で漸近する、従って散乱状態になる。

2. 抽象的枠組み

次の仮定を置く：

(A) 非負の関数 a(x) と L2(RN ) の部分空間 X で次を満たすものが存在する：

(a:1) X � L2 � X� ここに X� は X の L2 に関する共役空間を表わす。

(a:2) jja(�)f jjX � C1jjf jjL2, jja(�)f jjL2 � C2jjf jjX� を満たす正定数がある。

(a:3) jb(x)j � a(x)が成り立つ。

(a:4) u を Hermholtz 方程式：

(��� �2)u = g(x) in R
N

の解とするとき、次の評価が成り立つ：

j�jjjujjX� � CN jjgjjX;
ここに CN は � に依らない正定数。

(a:5) 0 < C1C2CN < 1が成り立つ。

命題 3. (A) の仮定のもとで、波動作用素が存在し、エネルギー空間上の全単射となる、
従って散乱作用素が定義できる。

この結果に依れば仮定 (B) よりもやや弱い次の仮定 (B0) の下で定理 1 の結論が得られ
ることも判る：

(B0) N � 2とし、
P

j�1 2
j�1a(2j�2) <1を満たす実数値函数 a(r)が存在して jb(x)j �

a(r)が成り立つ。
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このような函数 a(r) の具体例が (B) に現れている対数函数である。

更に、摩擦項の係数が時間に本質的に依存する場合にはもっと弱い条件（ jb(x; t)j �9
a(t) 2 L1(R) だけでよく、b(x; t) の小ささは不要) のもとで、散乱状態の存在が簡単に証
明されることも判明した。その証明方法は全空間だけでなく、有界な障害物の外部領域 

における問題（境界条件は Dirichlet, Neumann{Robin )に対しても適用可能である。
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