
対称空間内の部分多様体と
ヒルベルト空間内のフレッドホルム部分多様体

小池直之

以下、(可分な)無限次元ヒルベルト空間を単にヒルベルト空間と呼び、有限次元ヒ
ルベルト空間をユークリッド空間と呼ぶことにする。[DN]において、B.A. Dubrovin
と S.P. Novikovは、流体型ハミルトン系という系を定義し、非局所ハミルトニアン
というものから生ずるその系と (擬)ユークリッド空間内の超曲面 (局所的なもの)と
が、対応することを示した。自然に次の疑問が生ずる。

(擬)ヒルベルト空間内の (ヒルベルト)超曲面と対応する (無限)ハミルトン系は?

このように、(擬)ヒルベルト空間内の超曲面 (一般に、部分多様体)の研究は、(無
限)ハミルトン系の研究にも役立つと思われる。
以下、部分多様体は、すべて固有にはめ込まれたものとする。1995年、C.L. Terng

とG. Thorbergssonは、コンパクト型対称空間内の部分多様体の問題をヒルベルト
空間内の部分多様体の問題にすりかえることを試み、[TT]において、例えば、コン
パクト型対称空間内の equifocal部分多様体の研究が、ヒルベルト空間内の等径部分
多様体の研究に還元できることを示した。
以下、しばらく、equifocal部分多様体と等径部分多様体の説明をします。まず、

equifocal部分多様体とは、対称空間内の次の 2条件を満たす部分多様体のことで
ある。

(E-i) Mの法バンドルは、アーベル的かつ大域的平坦である。
(E-ii) M の各平行法ベクトル場 ~vに対し、~vx (x 2 M ) 方向のフォーカル半径ら

が、各々、xによらず (つまり、M上で)一定である。

この概念は、1995年、C.L. Terngと G. Thorbergssonによって定義された。一方、
等径部分多様体とは、1938年に E. Cartanによって定義された定曲率空間 (ユーク
リッド空間, 球面, 双曲空間)内の等径超曲面を、C.L. Terngが一般化した概念であ
る。まず、等径超曲面の定義を振り返ることにする。E. Cartanは、定曲率空間上
のC1関数 fで jjgrad f jjと4 fが fの各等高面上で一定 (つまり、等高面の進行速
度が一定、かつ、各等高面の平均曲率が一定) であるようなものを、等径関数とよ
び、その正則等高面 (これは定曲率空間内の余次元 1の部分多様体、つまり、超曲面
になる)の各連結成分を等径超曲面とよんだ。fの臨界点全体からなる集合の各連結
成分は、fの正則等高面らの共通の焦点の集まり、つまり、フォーカル部分多様体
になっており、正則等高面らは、そのフォーカル部分多様体のチューブとして捕ら
えられる。この事実を物理的に解釈すると、fの正則等高面らはフォーカル部分多



様体 (フォーカル部分多様体は最高 6つ存在しうる)の 1つを発生源とする一定速度
で進行する波の波面らとして捕らえられる。また、等径超曲面について、次の事実
が示される。

(i) Mの主曲率 (形作用素の固有値)らは、各々、M 上で一定である。
(ii) M のフォーカル部分多様体の形作用素らは、アイソスペクトラルであり、そ

れゆえ、その任意の 1パラメーター族はあるLax方程式を満たす。また、Mが等質
であることとその Lax方程式が可積分であることが同値である。

(注)ユークリッド空間内の等径超曲面 (一般に、Dupin超曲面)は、非局所ハミルト
ニアンから生ずる流体型ハミルトン系で線形非退化なものと対応する。

その後、1985年に、C.L. Terng [T1]は、定曲率空間内の次の 2条件を満たす部分多
様体Mを等径部分多様体とよんだ。

(I-i) Mの法接続は (大域的)平坦である。
(I-ii) Mの各平行法ベクトル場 ~vに対し、~vx方向の主曲率らは、各々、xによらず

(つまり、M上で)一定である。

さらに、1989年、C.L. Terng [T2]は、ヒルベルト空間内で、上述の 2条件と次の固
有フレッドホルム性とよばれる性質を満たす余次元有限な (ヒルベルト) 部分多様体
を等径部分多様体とよんだ。

(PF)法指数写像がフレッドホルム写像で、かつ、勝手な半径のボール法バンドル
への制限が固有写像になっている。

では、本論に戻ることにする。前述のC.L. TerngとG. Thorbergssonによる、コ
ンパクト型対称空間内の equifocal部分多様体の研究をヒルベルト空間内の等径部
分多様体の研究に還元する方法について説明します。N = G=Kをコンパクト型対
称空間とし、H0([0; 1]; g)をGのリー代数 g内の L2-積分可能な ([0; 1]を定義域とす
る)曲線全体のつくるヒルベルト空間とする。また、� : H0([0; 1]; g)! Gを parallel

transport写像とし、� : G ! G=Kを自然な射影とし、e� := � � �とする。このと
き、かれらは、N内の部分多様体Mに対し、fM := e��1(M)が、H0([0; 1]; g)内の固
有フレッドホルム部分多様体になることを示し、さらに、Mが equifocal であるこ
とと fMの各連結成分が等径的であることが同値であることを示した。
今回、Mが curvature adaptedであるときに、fMの形作用素のスペクトラムおよ

びその各固有値 (スペクトル)に対する固有空間を完全に記述した。つまり、外の空
間H0([0; 1]; g) から見た fM の形を (局所的に)完全に分析した。ここで、curvature

adapted部分多様体Mとは、その各法ベクトル vに対し、R(�; v)vがMの接空間を
保ち、形作用素Avと可換であるようなもののことである。では、その記述を述べる
ための準備をする。Mを N = G=K内の curvature adapted部分多様体とし、その



形作用素Av(v : Mの単位法ベクトル)のスペクトラムを f�1; � � � ; �ggとする。ここ
で、必要ならGの適当な要素をMに作用させたものを改めてMとすることにより、
vの基点は eK (e : Gの単位元)であるとしてよい。(g; �)をNの直交対称リー代数
とし、p := Ker(�+idg); f := Ker(�� idg)とする。また、p = h+

P
�24+

p�を vを含

むある極大アーベル部分空間 hに関するルート分解とし、さらに、4?; 4v; I0; I�
を次のように定義する。
4? := f� 2 4+ j p� \ T?eKM 6= f0gg; 4v := f� 2 4+ j�(v) = 0g;
I0 := fi j h \Ker(Av � �iI) 6= f0gg; I� := fi j p� \Ker(Av � �iI) 6= f0gg

また、~hを hを含む g内の極大アーベル部分代数とし、b�は � 2 gにおける停留曲線を
表し、hf := ~h\fとする。さらに、X 2 p�に対し、Xfを ad(a)X = ��(a)Xf (8a 2 h)

によって定義される fの元とする。

定理 1 fM = e��1(M)の形作用素 eAvL (vL : vの 0̂への水平リフト)のスペクトラム
Spec eAvLは、次によって与えられる。

Spec eAvL = f0g [ f�i j i 2 I0 [ ([�24vI�)g
[([�24+n4v

f �(v)

arctan
�(v)
�i

+j�
j i 2 I�; j 2 Zg)

[([�24?n4v
f�(v)

j�
j j 2 Z n f0gg)

また、各固有値 (スペクトル)に対する固有空間は、次の表のようになる。

固有値 固有空間
Spanf bX jX 2 ((h \KerAv)� (��24v(p� \KerAv)))� hfg

0 �Spanf bXf jX 2 ��24v p�g
�Spanfl

i
X;j jX 2 ~h� (��24v

p�); i = 1; 2; j 2 Z n f0gg
�i Spanf bX jX 2 (h \Ker(Av � �iI))� (��24v

(p� \Ker(Av � �iI)))g
�(v)

arctan
�(v)
�i

+j�
Spanf bX + a�ij bXf +

P
k2Znf0g b�ijk

�(l 1X;k + a�ij l
2
X;k) jX 2 p� \Ker(Av � �iI)g

�(v)
2j� Spanfl

1
X;�j jX 2 p� \ T?eKMg

�(v)
(2j+1)�

Spanf bXf +
P

k2Znf0g
2j+1

2k+2j+1
l
2
X;k jX 2 p� \ T?eKMg

0BBBBBBBB@

a�ij :=
�i
�(v) � 1

sin(arctan �(v)
�i

+j�)
; b�ijk :=

arctan �(v)
�i

+j�

arctan �(v)
�i

+(j+2k)�

l
1
X;j(t) :=

(
X cos(2j�t)�Xf sin(2j�t) (X 2 p�)

X cos(2j�t) (X 2 ~h)

l
2
X;j(t) :=

(
X sin(2j�t) +Xf cos(2j�t) (X 2 p�)

X sin(2j�t) (X 2 ~h)
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(注)
P

k2Znf0g
ckは、

1P
k=1

(ck + c�k)を表す。

応用として、次の結果を得ることができる。

定理 2 Mが curvature adaptedかつ極小ならば、fMは形式的極小である。
定理 3 Nが階数 1のとき、Mが curvature adaptedかつアイソスペクトラルならば、fMもアイソスペクトラルである。

ところで、Terng-Thorbergsson [TeTh]のオープンプロブラムの 1つに次の問題が
ある。

オープンプロブラム 非コンパクト型対称空間内の equifocal部分多様体に対し、類
似した議論を展開することができるか ?

さらに、最近、この問題に取り組み、いくつかの結果を得た。N = G=Kを非コン
パクト型対称空間とし、Nのリーマン計量を誘導するGのリー代数gのAd(G)不変
な非退化 (正定値ではない)内積を< ; >と表す。< ; >から gの標準分解を用いて、
自然に正定値化した内積を< ; >g�と表す。< ; >g�に関し L2-積分可能な ([0; 1]を
定義域とする)g内の曲線全体のつくる空間をH0

g�
([0; 1]; g)とし、この空間に< ; >

から自然に決まる非退化内積< ; >0 を与える。(H0
g�
([0; 1]; g); < ; >0)は、擬ヒル

ベルト空間になる。�; �; e�を前述と同様に定義する。N内の部分多様体Mに対し、fM := e��1(M )とおく。Mが curvature adaptedであるときに、fM の形作用素のス
ペクトラムおよびその各固有値 (スペクトル) に対する固有空間を完全に記述した。
v; vL; h; p�; 4+; 4v; 4?; I0; I�; ~h; hfを定理 1と同様なものとする。また、I+� ; I

�
�

を次のように定義する。
I+� := fi 2 I� j j�ij > j�(v)jg; I�� := fi 2 I� j j�ij < j�(v)jg



さらに、X 2 p�に対し、Xfを ad(a)X = �(a)Xf (8a 2 h)によって定義される fの
元とする。

定理 4 SpecAv = f�1; � � � ; �gg ならば、 eAvL (vL : vの 0̂への水平リフト)のスペク
トラムは、次によって与えられる。

Spec eAvL = f0g [ f�i j i 2 I0 [ ([�24v
I�)g

[([�24+n4v
f �(v)

arctanh
�(v)
�i

+j�
p�1 j i 2 I+� ; j 2 Zg)

[([�24+n4v
f �(v)

arctanh
�i
�(v)+(j+1

2 )�
p�1 j i 2 I�� ; j 2 Zg)

[([�24?n4v
f�(v)

p�1
j�

j j 2 Z n f0gg)
また、各固有値 (スペクトル)に対する固有空間は、次の表のようになる。

固有値 固有空間
Spanf bX jX 2 ((h \KerAv)� (��24v(p� \KerAv)))� hfg

0 �Spanf bXf jX 2 ��24v p�g
�Spanfl

i
X;j jX 2 ~h � (��24v

p�); i = 1; 2; j 2 Z n f0gg
�i Spanf bX jX 2 (h \Ker(Av � �iI))� (��24v

(p� \Ker(Av � �iI)))g
�(v)

arctanh
�(v)
�i

+j�
p�1 Spanf bX + a�ij bXf +

P
k2Znf0g b�ijk

�(l1X;k + a�ij l
2
X;k) jX 2 p� \Ker(Av � �iI)g

�(v)

arctanh
�i
�(v)+(j+ 1

2 )�
p�1 Spanf bX + a0�ij bXf +

P
k2Znf0g b

0
�ijk

�(l1X;k + a0�ij l
2
X;k) jX 2 p� \Ker(Av � �iI)g

�(v)
p�1

2j� Spanfl
1
X;j jX 2 p� \ T?eKMg

�(v)
p�1

(2j+1)� Spanf bXf +
P

k2Znf0g
2j+1

2j�2k+1 l
2
X;k jX 2 p� \ T?eKMg
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a�ij :=
�i
�(v) � (�1)j

sinh(arctanh�(v)
�i

)
; b�ijk :=

arctanh�(v)
�i

+j�
p�1

arctanh�(v)
�i

+(j+2k)�
p�1

a0�ij :=
�i
�(v) � (�1)j�i

p�1
�(v) sinh(arctanh

�i
�(v) )

; b0�ijk :=
arctanh

�i
�(v)

+(j+ 1
2
)�
p�1

arctanh
�i
�(v)+(j+2k+ 1

2 )�
p�1

l
1
X;j(t) :=

(
X cos(2j�t) +

p�1Xf sin(2j�t) (X 2 p�)

X cos(2j�t) (X 2 ~h)

l
2
X;j(t) :=

( p�1X sin(2j�t) +Xf cos(2j�t) (X 2 p�)p�1X sin(2j�t) (X 2 ~h);

1CCCCCCCCCCCCA
さらに、今回、非コンパクト型対称空間内で、複素 equifocal部分多様体という概
念、および、擬ヒルベルト空間内で複素等径部分多様体という概念を定義し、定理
4の応用として、次の結果を得ることができた。



定理 5 Mが curvature adaptedであり、かつ、その法バンドルがアーベル的かつ大
域的平坦であるとする。このとき、Mが複素 equifocal部分多様体であることと fM
の各連結成分が複素等径部分多様体であることは同値である。

また、定理 2および 3と同様な結果も得ることができた。一方、定理 4とは独立
に次の結果を得ることができた。

定理 6 M の法バンドルがアーベル的かつ大域的平坦であるとする。このとき、M
が equifocal部分多様体であることと fMの各連結成分が実等径部分多様体であるこ
とは同値である。
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