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1. 序


はR
N (N 2N)の有界領域とする．L2(
) := L2(
;C)において次の初

期値境界値問題の解の存在について考える：8>>>>><
>>>>>:

@u

@t
� (�+ i�)�pu+ (�+ i�)

1

jxjp juj
p�2u = 0 on 
� (0;1);

u = 0 on @
� (0;1);

u(x; 0) = u0(x); x 2 
:

(P)

ここで，�pu := div(jrujp�2ru)，1 < p <1，� > 0，� > 0，�;� 2 Rで，

uは (x; t) 2 
� [0;1)を変数とする複素数値の未知関数である．(P)で特に

� = � = 0とおいて得られる熱方程式の解の存在・非存在については，p = 2

のとき Baras-Goldstein [2]によって，1 < p < N のとき Aguilar Crespo &

Peral Alonso [1]，Garcia Azorero & Peral Alonso [6]によって，それぞれ研

究されている．(P)は方程式の拡散項と反応項の前に複素係数がかかったもの

であり，[1]，[2]，[6]の方法は直接使えない．一方，(P)における方程式によ

く似た方程式として [8]で扱われている複素Ginzburg-Landau型方程式

@u

@t
� (� + i�)�pu+ (�+ i�)jujq�2u� 
u = 0(CGL)p

があげられる．特に (CGL)2が複素Ginzburg-Landau方程式である．[8]では

劣微分作用素の理論（Brezis [3]，[4]）を複素化することにより，(CGL)pの

解作用素の平滑化効果（初期値 u0 2 L2(
)に対する強解の存在）が証明され
ている．本講演では，[8]の方法を少し修正し，p � Nのときも含めて (P)の

解の存在と平滑化効果を証明したい．
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2. 抽象的設定

複素Hilbert空間H := L2(
) = L2(
;C)（内積，ノルムをそれぞれ (�; �)，
k � kとあらわす）において，2つの適正下半連続凸関数 '; : H ! [0;1]を

次のように定義する：

'(u) :=

8><
>:
1

p

Z



jru(x)jp dx if u 2 D(') := W 1;p
0 (
) \H;

1 otherwise;

 (u) :=

8><
>:
1

p

Z



ju(x)jp
jxjp dx if u 2 D( ) :=

n
u 2 H ;

u

jxj 2 L
p(
)

o
;

1 otherwise:

このとき，';  の劣微分 @'; @ はそれぞれ次のように与えられる：

@'(u) = ��pu for u 2 D(@') := fu 2 D('); �pu 2 Hg;

@ (u) =
1

jxjp juj
p�2u for u 2 D(@ ) :=

n
u 2 D( ); 1

jxjp juj
p�2u 2 H

o
:

したがって，(P)は次のような抽象的発展方程式の初期値問題とみなされる：
8><
>:
du

dt
+ (�+ i�)@'(u) + (�+ i�)@ (u) = 0; t > 0;

u(0) = u0:

(ACP)

第 3節では，D(@')\D(@ )を定義域とする作用素 (�+ i�)@'+(�+ i�)@ 

が Hで極大単調であることを示し，任意の初期値 u0 2 D(@') \D(@ )に対
して (ACP)の大域的強解が一意的に存在することを示す．第 4節では，解の

アプリオリ評価を準備して，許される初期値の範囲をH 全体に拡げる．

3. (�+ i�)@'+ (� + i�)@ の極大単調性

作用素Aが Hで極大単調であるとは次をみたすときをいう：
8<
:
Re(Au1 �Au2; u1 � u2) � 0 for u1; u2 2 D(A);
R(� +A) = H for � 2 C with Re � > 0:

(�+ i�)@'+ (�+ i�)@ の極大単調性を示すために 2つの補題を準備する．
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補題 3.1. � > 0，� > 0，cp :=
jp� 2j
2
p
p� 1

(1 < p <1) とする．そのとき

(i)
j�j
�
� 1

cp
ならば，(�+ i�)@'は Hで極大単調である．

(ii)
j�j
�
� 1

cp
ならば，(�+ i�)(@ )n (n 2 N) は Hで極大単調である．

ここで，(@ )nは @ の吉田近似である：(@ )n := n(1� (1 + n�1@ )�1)．

補題 3.2. 1 < p <1，� > 0，
j�j
�
<

1

cp
とする．そのとき

Re(�+ i�)(@'(u); (@ )nu) � �c(�;�; p)k(@ )nuk2; u 2 D(@'); n 2N

が成立する．ここで，c(�; �; p)は次で与えられる定数である：

c(�;�; p) :=

8>>>><
>>>>:

(�+
p
p� 1j�j)p

(�� cpj�j)p�1 if 1 < p < 2 � N;

(p� 1)p�1
(�+ 1p

p�1 j�j)p
(�� cpj�j)p�1 if 2 � p <1:

さて，(�+ i�)@'+(�+ i�)@ の極大単調性を証明しよう．� > 0，� > 0，
j�j
�
<

1

cp
，
j�j
�
� 1

cp
とする．単調性は補題 3.1 (i)と (ii)で n !1としたも

のから明らかである．極大性を示すために次の近似方程式を考える：

un + (�+ i�)@'(un) + (�+ i�)(@ )nun = f:(3.1)

(� + i�)(@ )nが H 上単調かつ Lipschitz連続であるから，任意の n 2 Nと

f 2 Hに対して (3.1)が一意解 un 2 D(@')をもつことは容易に示される．次
に，(3.1)と (@ )nunとの内積の実部をとると

Re((@ )nun; un) + Re(�+ i�)(@'(un); (@ )nun) + �k(@ )nunk2

=Re((@ )nun; f)

が得られる．左辺第 1項は非負であることに注意し，左辺第 2項に補題 3.2を，

右辺に Schwarzの不等式を適用すれば

(�� c(�; �; p))k(@ )nunk � kfk
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が得られる．したがって，� > c(�;�; p)ならば fk(@ )nunkgは有界であり，
Brezis-Crandall-Pazyの定理 [5, Theorem 2.1]（Showalter [9, Proposition

IV.2.1]も参照）により (�+ i�)@' + (�+ i�)@ が極大単調であることが従

う．さらに，非線形半群理論（Kato [7]，[9, Proposition IV.3.1]）を用いる

と次の定理が得られる．

定理 3.3. 1 < p < 1，� > 0，� > 0，
j�j
�

<
1

cp
，
j�j
�
� 1

cp
，� > c(�; �; p)

(cp; c(�; �; p)はそれぞれ補題 3:1，補題 3:2で与えた定数 )とする．そのとき，

任意の初期値 u0 2 D(@')\D(@ ) に対して，次の性質をもつような (ACP)

の大域的強解 u(�) が一意的に存在する：
(i) u(�) 2 C0;1([0;1);H).

(ii) u(t) 2 D(@') \D(@ ) 8 t � 0.

(iii) @'(u(�)); @ (u(�)); (du=dt)(�) 2 L1(0;1;H).

(iv) u(�)は (0;1)上 a:e:で強微分可能で (ACP)をみたす．

(v) u(�)は [0;1)上右微分可能で

d+u=dt+ (�+ i�)@'(u) + (�+ i�)@ (u) = 0:

(vi) 関数 t 7! k(d+u=dt)(t)kは [0;1)上非増加である．

(vii) v(�)を初期値 v0 2 D(@') \D(@ )に対する (ACP)の解とすると

ku(t)� v(t)k � ku0 � v0k 8 t � 0

が成立する．

4. 解作用素の平滑化効果

まず，次の補題を準備する．

補題 4.1. 定理 3:3の仮定がみたされているとし，u(�)を初期値u0 2 D(@')\
D(@ ) に対する (ACP)の解とする．そのとき，次の不等式が成立する：

k@'(u(t))k+ k@ (u(t))k � K

t
ku0k 8 t > 0:(4.1)

ここで，Kは �; �;�; �; pにのみ依存した正定数である．
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次に，稠密性（D(@') \D(@ ) = H）と劣微分作用素の demiclosedness

により，許される初期値の範囲をH全体に拡げることができる：

定理 4.2. 定理 3:3の仮定がみたされているとする．そのとき，任意の初期値

u0 2 Hに対して，次の性質をもつような (ACP)の大域的強解 u(�)が一意的
に存在する：

(i) u(�) 2 C([0;1);H) \ C0;1([�;1);H) 8 � > 0.

(ii) u(t) 2 D(@') \D(@ ) 8 t > 0.

(iii) @'(u(�)); @ (u(�)); (du=dt)(�) 2 L1(�;1;H) 8 � > 0．さらに (4:1)

が成立する.

(iv) u(�)は (0;1)上 a:e:で強微分可能で (ACP)をみたす．

(v) u(�)は (0;1)上右微分可能で

d+u=dt+ (�+ i�)@'(u) + (�+ i�)@ (u) = 0:

(vi) 関数 t 7! k(d+u=dt)(t)kは (0;1)上非増加である．

(vii) v(�)を初期値 v0 2 Hに対する (ACP)の解とすると

ku(t)� v(t)k � ku0 � v0k 8 t � 0

が成立する．
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