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本講演では、境界のない無限領域を満たす非圧縮非粘性流体中の渦糸
の 3 次元運動を近似する方程式で、渦核断面の変形が運動速度へ影響を
及ぼすことを考慮したモデルとして、福本-Moffatt [2] により提唱された
4 階非線形 Schrödinger 型方程式の初期値問題について考える。
(4NLS){
i∂tu+ ∂2

xu+ ν∂4
xu = F (u, u, ∂xu, ∂xu, ∂

2
xu, ∂

2
xu), (x, t) ∈ R×R,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.

ここに u(x, t)は複素数値未知関数であり、非線形項 F は次で与えられる。

F (u, u, ∂xu, ∂xu, ∂
2
xu, ∂

2
xu) = − 1

2
|u|2u+ λ1|u|4u+ λ2(∂xu)2u+ λ3|∂xu|2u

+ λ4u
2∂2

xu+ λ5|u|2∂2
xu.

ここに λ1 = −3µ/4, λ2 = −2µ + ν/2, λ3 = −4µ − ν, λ4 = −µ, λ5 =
−2µ+ ν であり、µ, ν は実定数とする。
本講演では、初期値問題 (4NLS) の ν < 0 かつ µ− ν/2 = 0 すなわち、

λ5 = 0 の場合のなるべくひろい Sobolev 空間での時間局所適切性 (局所
解の存在、一意性、初期値連続依存性)について得られた結果を報告する。
主定理を述べる前にいくつか記号を導入する。
ψT (t)を時間区間 [−T, T ]の cut-off function、すなわち ψT ∈ C∞

0 (R),

ψT (t) =

{
1 |t| ≤ T,

0 |t| ≥ 2T.

とする。Wν(t)を (4NLS)の線形部分により生成される発展作用素とする。
これらの記号の下、我々は次の結果を得た。

Theorem 1. (4NLS) において ν < 0, µ − ν/2 = 0 すなわち、λ5 = 0
とし、s ≥ 1/2, b ∈ (1/2, 5/8) とする。このとき、任意の u0 ∈ Hs(e)　
に対し、 T = T (‖u0‖Hs) > 0 が存在し、時間区間 [−T, T ] で (4NLS) を
満たす u(t) が一意に存在する。さらに u(t) は次の性質を満たす。

u ∈ C([−T,T ];Hs(R)),

ψTWν(−t)u ∈Hb
t (R;Hs

x(R)),

ψTWν(−t)F ∈Hb
t (R;Hs

x(R)).
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T ′ ∈ (0, T ) に対し、 R = R(T ′) > 0 が存在し、写像

{ũ0 ∈ Hs(R); ‖u0 − ũ0‖Hs < R} 3 ũ0 7−→ ũ ∈ C([−T ′, T ′];Hs(R)),

{ũ0 ∈ Hs(R); ‖u0 − ũ0‖Hs < R} 3 ũ0 7−→ ψT ′Wν(−t)ũ ∈ Hb
t (R;Hs

x(R)).

はそれぞれ Lipschitz 連続となる。

Remark 2. µ+ ν/2 = 0 の場合、(4NLS) は完全可積分方程式であるこ
とが知られている (Fukumoto-Moffatt [2] 参照)。 また、この場合次のよ
うな無限個の保存量を持つ (Langer-Perline [5] 参照)。

Φ1(u) =
1
2

∫ ∞

−∞
|u|2dx, Φ2(u) = − fraci2

∫ ∞

−∞
(∂xu)udx,

Φ3(u) = −1
2

∫ ∞

−∞
(∂2

xu)udx− 1
8

∫ ∞

−∞
|u|4, · · · .

しかしながら、(4NLS) において、λ5 = 0、すなわち、µ− ν/2 = 0 を仮
定しているため、 これらの保存量を用いて局所解を大域解に延長するこ
とが出来ない。

証明は、Bourgain [1], Kenig-Ponce-Vega [4] により確立された Fourier
Restrict ion Method と、基本解にに対する一般的な Strichartz 評価を組
み合わせることにより進める。

(4NLS) については、ν, s, b ∈ R に対し、Fourier Restriction Norm を
次のように定義する (Bourgain [1] 参照)。

‖u‖Xν
s,b

= ‖〈τ + ξ2 − νξ4〉b〈ξ〉s ̂̂u(ξ, τ )‖L2
ξ
L2

τ

= ‖Wν(−t)u(t)‖Hb
t (;Hs

x).

ここに 〈x〉 = (1 + |x|2)1/2、̂̂u(ξ, τ ) は、u(x, t) の時間、空間両変数に関
する Fourier 変換を表す。

線形評価に対しては Kenig-Ponce-Vega [3] の一般論により次を得る。

Proposition 3. ν < 0.とする、このとき任意の u0 ∈ L2　に対し、

‖Dζηθ/2
x Wν(t)u0‖Lq

t Lp
x
≤C‖u0‖L2 , (Strichartz type estimate)

‖D−1/4
x Wν(t)u0‖L4

xL∞
t

≤C‖u0‖L2 , (Kenig-Ruiz type estimate)

‖D3/2
x Wν(t)u0‖L∞

x L2
t
≤C‖u0‖L2 , (Kato type smoothing effect)

が成立する。ここに、 (ζ, η, θ) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]、 (q, p) = (8/ζ(η+
1), 2/(1 − ζ))。
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非線形項の評価に対しては次が成立する。

Propotition 4. ν < 0 とする。
s ≥ −1/2, a ∈ (−1/2,−1/4] 及び b > 1/2 とする。このとき

‖|u|2u‖Xν
s,a

≤ C‖u‖3
Xν

s,b
.

s ≥ 0, a ≤ 0 及び b > 1/2 とする。このとき

‖|u|4u‖Xν
s,a

≤ C‖u‖5
Xν

s,b
.

s ≥ 1/2, a ∈ (−1/2,−1/4] 及び b > 1/2 とする。このとき

‖(∂xu)2u‖Xν
s,a

≤ C‖u‖3
Xν

s,b
,

‖|∂xu|2u‖Xν
s,a

≤ C‖u‖3
Xν

s,b
.

s ≥ 1/2, a ∈ (−1/2,−3/8] 及び b > 1/2 とする。このとき

‖u2∂2
xu‖Xν

s,a
≤ C‖u‖3

Xν
s,b
.

がそれぞれ成立する。

Remark 5. Theorem 1 において µ− ν/2 = 0 を仮定した。それは次の
tr i-linear estimate を得ることができなかったからである。

‖|u|2∂2
xu‖Xν

s,a
≤ C‖u‖3

Xν
s,b
.

この評価を示すことができれば、µ− ν/2 = 0 という仮定を取り除くこと
ができる。

Theorem 1 の証明については、δ ∈ (0, 1) に対し、

Φ(u) = ψ1(t)Wν (t)u0 − iψ1(t)
∫ t

0

Wν(t− t′)ψδ(t′)F (t′)dt′

とおき、Φ が Xν
s,b のある閉球上縮小写像であることを示す。その際、

Proposition 3,4 が必要となる。

時間があれば、Tzvetkov [6] と同様にして得られた Theorem 1 のこの
方法による最適性について説明する予定である。
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