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調和ポテンシャル � �� � ���� を伴う非線形シュレディンガー方程式
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の #��$%�$& '�(� 解 ����� � � ����	��� の安定性について考える� この講演では常に
) 
 � 
 *� � ) を仮定する� ここで+ *� �� �, � � )� *+ *� � *���� * �, � � - とおい
た� また � � � とし 	��� は

��	 � � ��	� �	� �	����	 � .� � � �
� �"/

の基底状態解とする� ��� � �� の第１固有値を �� とすると+ � � ��� に対して0 に属
する正値球対称解 	��� が一意的に存在し+ それは基底状態解になっていることを注意し
ておく� �123 及びその ��,�4�$��# を参照� ここで+

0 �� �� � ����� � ���������� � ������

である�
1�3 における数値計算結果及びその他の形式的な考察から+ 次が予想される�

（予想１） � 
 ) � 5� のとき+ すべての � � ��� に対して � !" の #��$%�$& '�(� 解
����	��� は安定である�

（予想２） � � ) � 5� のとき+ すべての � � ��� に対して � !" の #��$%�$& '�(� 解
����	��� は安定である�

（予想３） � � ) � 5� のとき+ 振動数の臨界値 �� が存在して+ �� � � � ��� に対して
� !" の #��$%�$& '�(� 解 ����	��� は安定であり+ � � �� に対して不安定である�

（予想１）+ （予想２）+ （予想３）における ��� に十分近い � � ��� についての安
定性と+（予想１）における � が十分大きいときの安定性が 163 で+ また+（予想３）にお
ける � が十分大きいときの不安定性が 153 で 証明されている� この講演では+ 未解決であ
る （予想２）で � が十分大きい場合に関して+ それがほぼ正しいことを紹介したい� 結
果を正確に述べる前に � �� � . のときの結果と比較する� この場合+ 任意の � � . に対
して

��� � �� � ������� � .� � � �
� �"/.
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の ����� に属する正値球対称解 ���� が一意的に存在し+ � !" '��� � �� � . の
#��$%�$& '�(�解 ��������は� 
 )�5�のとき任意の � � .に対して安定で+ � � )�5�
のとき任意の � � . に対して不安定である �例えば 1*+ �3 及び それらの ��,�4�$��# を参
照�

� �� � . でない場合+ � � )� 5� であっても+ 安定な #��$%�$& '�(� 解が存在するこ
とに注意する �予想１ 16+ �3参照�

以下では次の記号を用いる�
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次のように+ � !" に対する初期値問題は 0 において時間局所的に適切であり+ 解が
存在する限り+ エネルギーと粒子数の保存則が成り立つことが知られている �1*3 の ��* 節
参照�
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また+ ここで考察する安定性とは次の意味での安定性である�
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 :� #�7 ���� � #��$%�$& '�(� #������$ ����	��� �, � !" �# #��;�� �$

0 �, ,�4 �$7 � � . ���4� �8�#�# Æ � . '��� ��� ,����'�$& �4���4�7� 
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今回+ 以下の定理を得た�
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 =##��� ���� � � )�5� �$% � � *� >��$ ���4� �8�#�# �� � ���� � . #���

���� ��� #��$%�$& '�(� #������$ ����	��� �, � !" �# #��;�� �$ 0��� ,�4 �$7 � � ������
1�3 による一般論では+ ����	��� の安定性・不安定性に関する十分条件は � の関数

��� � ���	� を用いて与えられる� すなわち+ ������ � . であれば �����	���� は安定で
あり+ 逆に+ ������ 
 . であれば+ �����	���� は不安定である�

� �� � . の場合はスケール則 ���� � ��		���
���
�
�� が成り立つので+ ��� �

��		���
��	�����) が成り立つ� これから+ � � . に依らず+ � � )� 5� が臨界冪になるこ
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とが分かる� これに対して+ � �� � . でない場合は+ このようなスケール不変性は存在し
ないので+ 実際にどのように ����� を計算すればよいか+ という問題が生じる�

また � � ) � 5� のとき+ � �� � . の場合は+ 基底状態解 ���� は ����� � . を満
たすため+ (�4��� �%�$���7

��
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	����	�� � )�������� � � 1.� � 3 �)

を用いれば+ 爆発の意味での強い不安定性がいえる� �1*3 ?�* 節参照� � �� � . でない場
合は �)の右辺 �� *����*	��	��の汎関数の作る超曲面上に �"/ の基底状態解 	���

が存在するかどうかは簡単にはわからず+ 上のような議論には持ち込めない� そのため+ 今
までにいくつかの試みがなされているが+ � が十分 ��� に近いところ以外は解決されて
いない� �1))3+ 1)*3 参照�

始めに述べた 1�3 の数値計算結果からの �予想２）によれば+ � �� � . でない場合は+
� � ) � 5� のとき #��$%�$& '�(� 解 ����	��� は安定であると思われるため+ 1�3 におけ
る安定性の十分条件 ����� � . を � が十分大きいときに示すことを考える� 	��� の変
分法的特徴づけを用いると+
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となる� ここで+ �"/ の基底状態解 	��� をリスケールした関数 @	����
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を考え+
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と変形し+ 以下の @	��� の性質を用いる�
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�� は 1)3+ ��� は 1?3+ ����は 153 において証明されている� また+ @	��� の満たす方程式
を � で微分などすることにより次の補題が得られる�
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@	� の � に関する微分可能性は 123 と 1).3 により従う� /4���#����$ * と !���� ) を
使って+ � � ) � 5� で � が十分大きいときに ����� � . となることを示していく� 最後
に+ このような着想によって+ 非一様媒質でのシュレディンガー方程式の #��$%�$& '�(� 解
の安定性が 1-3 において議論されていることを述べておく�

����������

1)3 C� D�4�#�7��� �$% /� !� !��$#+  �$��$��4 #����4 <��% �9�����$#+ 
E�8�#��$�� �, �

&4��$% #����+ =4��� ���� ����� =$��� �� �)�?- -)-F-5��

1*3 >� G�B�$�(�+ H=$ �$�4�%�����$ �� $�$��$��4 "��4I�%�$&�4 �9�����$#+H >�8��# %�

�J���%# �����J�����# *�+ 
�E���K+ ��� %� K�$��4� )��-�

1-3 L� ��;��� �$% M�/� :�$&+ "��;����7 �, #�����47 '�(�# ,�4 $�$��$��4 "��4I�%�$&�4

�9�����$# '��� �$����&�$���# $�$��$��4����#+ /�7#��� A� 	�� �*..- ��F).?�

153 �� �����B��� �$% �� N���+ 
$#��;����7 �, #��$%�$& '�(�# ,�4 $�$��$��4 "��4I�%�$&�4

�9�����$# '��� ����$����#+ A�O�4�$���� �$% 
$��&4�� �9#� 	� �*..- ��)F2.��

163 �� �����B��� �$% �� N���+ "��;����7 �, #��$%�$& '�(�# ,�4 $�$��$��4 "��4I�%�$&�4

�9�����$# '��� ����$����#+ A�O�4�$���� �$% 
$��&4�� �9#� 	� �*..- )))F)*?�

1�3 �� L4������#+ K� "����� �$% :� "�4��##+ "��;����7 ����47 �, #�����47 '�(�# �$ ���

�4�#�$�� �, #7����47 
+ K� ��$��� =$��� �� �)�?2 )�.F)�2�

123 �� C�4�#� �$% �� N���+ "�4����4� �, ��#���(� 4�%��� #������$# �� #����4 <��% �9�����$#

'��� ��4��$�� ����$����+ K� A�O�4�$���� �9#� 	�� �*..* 6)�F65.�

1?3 P� 	�;�7� �$% 	� >�$���+ �$�9��$�## �, ��#���(� 4�%��� #������$# �, #�����$��4

�������� �9�����$# �$ �� �$% "J�4J�Q# $�$E%�&�$�4��7 ��$%����$+ G����$� /� A� �� ��

�)��� 6�-F6�?�

1�3 C� =� ��#� �$% �� 
� :��$#���$+ N$ ��� ;��$% #����# �, ��� $�$��$��4 "��4I�%�$&�4

�9�����$ '��� � ��$��4 ����$����+ /�7#��� A �� �)�?? *.2F*)?�
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1).3 K� "����� �$% :� "�4��##+ 
$#��;����7 �, $�$��$��4 ;��$% #����#+ G���� ����� /�7#�
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1))3 K� ���$&+ "��4� �4���4�� ,�4 ;��'�� �$% &��;�� �8�#��$�� �$ $�$��$��4 "��4I�%�$&�4

�9�����$# �$%�4 � ��4��$�� ����$���� �)��� /4��4�$��

1)*3 K� ���$&+ "��;����7 �, ���4����(� D�#�E��$#���$ ��$%�$#���#+ K��4$�� �, #����#�����

/�7#��#� 	�	 �*... 2-)F256�
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