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空間２次元で次の消散項を持つ波動方程式である半線形 Damped Wave Equations に関する初期値問題

(NLDW )



∂2

t u− ∆u+ ∂tu = |u|αu, (t, x) ∈ (0,∞)× R
2,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
2,

∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ R
2

の可解性や解の性質について考える。ここで u = u(t, x) : R+ ×R
n → R、非線形項の α は α > 0 である。

まず (NLDW) の線形化問題

(LDW )



∂2

t u− ∆u+ ∂tu = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × R
2,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
2,

∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ R
2

の散逸構造性を示す定理について述べた後、α > 2
n = 1 の仮定の下で従来よりも広い関数空間に属する初

期値に対しての (NLDW) の時間大域的可解性の結果に触れ、これと線形評価から半線形問題 (NLDW) の
解の漸近挙動について得られた結果を報告する。

記号、関数空間について

関数 f ∈ S(Rn) に対して、f の Fourier 変換 F [f ] を次で定義する。

F [f ](ξ) := f̂ (ξ) := (2π)−
n
2

∫
Rn

e−ix·ξf(x)dx.

関数列 {φ̂j(ξ)}∞j=−∞ ⊂ C∞
0 (Rn

ξ ) で以下の性質を満たすものを Littlewood -Paley の２進単位分解と呼ぶ。




ψ̂(ξ), φ̂(ξ) ≥ 0 : 球対称,

φ̂(ξ) = 0, ξ ∈ Bc
2 ∪B 1

2
, ψ̂(ξ) = 0, ξ ∈ B2,

φ̂j(ξ) = φ̂(
ξ

2j
),

∞∑
j=−∞

φ̂j(ξ) = 1, ただし φ̂0 := ψ̂.

s ≥ 0 , 1 ≤ p, σ ≤ ∞ に対して、Besov 空間 Bs
p,σ を次で定義する。

Bs
p,σ(Rn) :=

{
u : R

n → R : ‖u‖Bs
p,σigma

:=
( ∑

j≥1

2σjs‖φj ∗ u‖σ
Lp

) 1
σ

<∞
}
.

Main Results

まず線形問題 (LDW) についての結果が Theorem 1 である。
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Theorem 1. (線形評価) n = 2 , 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ とする。u0 ∈ Lq(R2) , u1 ∈ Lq(R2) とし、u(t, x) を線
形の Damped Wave Equations に関する初期値問題 (LDW) の解とする。また v(t, x) , w(t, x) , w̃(t, x) を
それぞれ次の初期値問題 (LH) , (LW1) , (LW2) の解とする。

(LH)

{
∂tv − ∆v = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × R

2,

v(0, x) = u0(x) + u1(x), x ∈ R
2,

(LW1)



∂2

tw − ∆w = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × R
2,

w(0, x) = u0(x), x ∈ R
2,

∂tw(0, x) = u1(x), x ∈ R
2,

(LW2)



∂2

t w̃ − ∆w̃ = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × R
2,

w̃(0, x) = 0, x ∈ R
2,

∂tw̃(0, x) = u0(x), x ∈ R
2.

このとき γ = 1
q − 1

p として次の評価式が成り立つ。

∥∥∥∥u(t) − v(t) − e−
t
2

{
w(t) +

(
1
2

+
t

8

)
w̃(t)

} ∥∥∥∥
Lp

≤

Ct

−γ−1(‖u0‖Lq + ‖u1‖Lq), t ≥ 1,

Ct−γ(‖u0‖Lq + ‖u1‖Lq), 0 < t < 1.

次に半線形の問題 (NLDW) について、時間大域的可解性の結果を Theorem 2 に述べる。

Theorem 2. (時間大域的可解性) n = 2 , 2 ≤ p ≤ ∞ とする。また u0 ∈ B1
2,1(R

2) ∩ L1(R2) , u1 ∈
B0

2,1(R2)∩L1(R2)とし、α > 1とする。もし ‖u0, u1‖X := ‖u0‖B1
2,1

+‖u0‖L1+‖u1‖B0
2,1

+‖u1‖L1 が十分小さ

ければ、Damped Wave equations に関する半線形の初期値問題 (NLDW)の解 u(t, x) ∈ C([0,∞);L2∩L∞)
が唯一つ存在して、 u(t, x) は次を満たす。

‖u(·, t)‖Lp ≤ C(1 + t)−(1− 1
p )‖u0, u1‖X .

さらに u(t, x) は

u(t) ∈ C([0,∞);H 1) ∩ C1([0,∞);L2)

‖∇u(t)‖L2 ≤ C(1 + t)−1‖u0, u1‖X .

を満たす。

さらに線形評価と大域解の減衰評価から次の評価が得られる。
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Theorem 3. (非線形評価) n = 2 , 1 ≤ p ≤ ∞ , u0 ∈ B1
2,1(R2) ∩ L1(R2) , u1 ∈ B0

2,1(R2) ∩ L1(R2) とし、
α > 1 とする。u(t, x) は Damped Wave equations に関する半線形の初期値問題 (NLDW) の解、v̄(t, x) を
次の (NLH) の解とし、w(t, x), w̃(t, x) はそれぞれ初期値問題 (LW1) , (LW2) の解とする。

(NLH)

{
∂tv̄ − ∆v̄ = |u|αu, (t, x) ∈ (0,∞)× R

2,

v̄(0, x) = u0(x) + u1(x), x ∈ R
2.

このとき ‖u0, u1‖X := ‖u0‖B1
2,1

+‖u0‖L1+‖u1‖B0
2,1

+‖u1‖L1 が十分小さければ、ε = min{1, α−(1− 1
p )} > 0

として以下の評価式が成り立つ。

∥∥∥∥u(t) − v̄(t) − e−
t
2

{
w(t) +

(
1
2

+
t

8

)
w̃(t)

} ∥∥∥∥
Lp

≤ Ct−(1− 1
p )−ε‖u0, u1‖X , t ≥ 1.

v̄ の挙動を見ることにより、自己相似解への漸近を示す次の評価がただちに従う。

Corollary. Theorem 3. の仮定の元で以下の評価が成り立つ。

∥∥∥∥u(t) −MGt − e−
t
2

{
w(t) +

(
1
2

+
t

8

)
w̃(t)

}∥∥∥∥
Lp

= o
(
t−(1− 1

p )−ε
)
, t → ∞.

ここで Gt は熱核 Gt(x) = 1
4πt

e−
|x|2
4t で

M :=
∫

R2
(u0(x) + u1(x))dx+

∫ ∞

0

∫
R2

|u(s)|αu(s)dxds,

ただし M �= 0.
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