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この講演では、J. Bourgain氏 [1]によって始められたFourier ristric-
tion norm methodと言われている方法を紹介する。具体的には、以下
のKdV方程式の初期値問題を考え、Kenig-Ponce-Vega[2],[3]の内容を
紹介する。

(1)

{
∂tu+ ∂3

xu+ 1
2
∂x(u

2) = 0, in � × �,

u(0, x) = φ(x), in �.

Definition 1. s, bを実数とする。関数空間Xs
b を以下のように定義す

る。この種の関数空間を用いて分散型方程式の解の存在を示す方法を
Fourier ristriction norm methodと呼んでいる。

(2) Xs
b = {

f ∈ S ′(�2); ‖f‖Xs
b

= ‖〈ξ〉s〈τ − ξ3〉bf̂(τ, ξ)‖L2
τ,ξ
< +∞

}
.

ここで、〈·〉 = (1 + | · |2)1/2であり、f̂(τ, ξ)は f(t, x)の時空間変数に関
する Fourier変換である。

初期値問題(1)を直接考えるのではなく初期値問題(1)に付随する積
分方程式

(3) u(t) = U(t)φ +
1

2

∫ t

0

U(t− s)∂x(u(s)
2)ds,

を考える。ここで、U(t)φ = exp (−t∂3
x)φ= F−1 exp (itξ3)Fφである。コ

ンパクトな台をもつC∞級関数ψを |t| ≤ 1のとき 0 ≤ ψ ≤ 1, ψ(t) = 1、
|t| ≥ 2のとき ψ(t) = 0を満たすものとする。ψT (t) = ψ(t/T )とおく。
以下では、上の積分方程式ではなく、次の積分方程式を考える。

(4) u(t, x) = ψT (t)U(t)φ +
1

2
ψT (t)

∫ t

0

U(t− s)∂x(u(s)
2)ds.

紹介する主な主張は以下である。

Theorem 1. s > −3/4とし、φ ∈ Hs(�) とする。 そのとき、ある
T > 0に対し(4)の一意解 u(t, x)がXs

b の中に存在する。

上記定理を証明するために、2、3の命題を述べておく。
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Lemma 1. b > 1/2ならば、ψ ∈ S(�)に対し

‖ψ(t)U(t)ψ‖Xs
b
≤ C1‖ψ‖Hs .

Lemma 2. b > 1/2ならば、f(t, x) ∈ S(�2)に対し

‖ψ(t)

∫ t

0

U(t− s)f(s, x)ds‖Xs
b
≤ C2‖f‖Xs

b−1
.

Lemma 3. s > −3/4に対し、b ∈ (1/2, 3/4)が存在して

‖∂x(fg)‖Xs
b−1

≤ C3‖f‖Xs
b
‖g‖Xs

b
.
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