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本講演では，空間2次元に於いて，湯川型相互作用を持つKlein-Gordon-Schrödinger

方程式系の散乱理論を考える:

i∂tu+

1

2
∆u = uv,

∂2
t v − ∆v + v = −|u|2.

(KGS)

ここで，uと vはそれぞれ (t, x) ∈ R×R
2上の複素数値及び実数値の未知関数であ

る．Klein-Gordon方程式の自由解は，空間 2次元に於いてO(t−1)で時間減衰する
ので，方程式系(KGS)の第 1式は，O(t−1)で時間減衰するようなポテンシャルを
持つ Schrödinger方程式と (大雑把に) 考えることが出来る．したがって，この非
線形散乱問題は短距離型散乱と長距離型散乱の境目に相当すると考えられる．こ
の研究 [2]では，与えられた散乱データの Fourier変換の台に制限を設けずに，小
さな散乱データに対して，波動作用素の存在を示した．

任意の実数 s,mに対して，重み付き Sobolev空間

Hs,m = {ψ ∈ S ′ : ‖ψ‖Hs,m = ‖(1 + |x|2)m/2(1 − ∆)s/2ψ‖L2 <∞}
を，任意の自然数 k, 1 ≤ p ≤ ∞を満たす実数 pに対して，Sobolev空間

W k
p =


ψ ∈ Lp : ‖ψ‖W k

p
=

∑
|α|≤k

‖∂αψ‖Lp <∞



を導入する．
与えられた散乱データ (φ, ψ0, ψ1)に対して，

u0(t, x) = (U(t)φ)(x),

v0(t, x) = ((cos Ωt)ψ0)(x) + ((Ω−1 sin Ωt)ψ1)(x)

とする．ここで，

U(t) = e
it
2

∆, Ω ≡ (1 − ∆)1/2



である．これらは，それぞれ Schrödinger方程式及びKlein-Gordon方程式の自由
解である．

この研究の主結果は，次の定理である:

定理. 散乱データのノルムの和

‖φ‖H2,4 + ‖g5Ω4φ̂‖L2(D) + ‖ψ0‖H12,7 + ‖ψ0‖W 4
1

+ ‖ψ1‖H11,7 + ‖ψ1‖W 3
1

は，十分小さいとする．ここで，Dは原点を中心とする開単位円板，

g(x) =
2

2(1 − |x|2)3/2 − |x|2

である. このとき，方程式系(KGS)の解 [u, v]で，次をみたすものが一意に存在
する:

u ∈ C([0,∞);H2),

v ∈ C([0,∞);H2) ∩ C1([0,∞);H1),

sup
t≥0

[
(1 + t)

{
‖u(t) − u0(t)‖H2 +

(∫ ∞

t

‖u(s) − u0(s)‖4
W 2

4
ds

)1/4}]
<∞,

sup
t≥0

[(1 + t)(‖v(t) − v0(t)‖H2 + ‖∂tv(t) − ∂tv0(t)‖H1)] <∞.

注意. 先に述べたように，この定理では散乱データの大きさのみを制限し，散乱
データの Fourier変換の台は制限していない．(この問題に関してこれまでに得ら
れている結果Ozawa and Tsutsumi [1]では，この両方に制限が設けられている)．

系. 定理の仮定を満たす散乱データ (φ, ψ0, ψ1)全体を，Vとする．このとき，波動
作用素W+ : (φ, ψ0, ψ1) 7→ (u(0), v(0), ∂tv(0))が，V上で定義される．ここで，[u, v]

は定理で得られた方程式系(KGS)の一意解である．
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