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1 講演の目的

この講演では, 回帰的 Banach 空間 V とその共役空間 V ∗ 上で定義される劣微分作用素
∂V,V ∗ϕ : V → 2V ∗ を含む非線形発展方程式の研究について話す. タイトルにあるように, こ
の研究は抽象発展方程式を対象とするが, 研究の方針は具体的な非線形偏微分方程式に対す
る解析法に基づいている.
そこで, ある準線形放物型方程式に対する応用性という視点から:

・なぜ, このようなフレームワークを導入したか ?
・このフレームワークには, どのようなメリットとデメリットがあるのか ?

について説明する.

2 劣微分作用素の定義・性質

講演時の reference として, 劣微分作用素の概念やその性質の幾つかをここにまとめておく.
劣微分作用素を定義する前に, 回帰的 Banach 空間 X 上で定義される下半連続凸関数

の集合を次のように表すことにする.

Φ(X) := {φ : X → (−∞,+∞]; φ は X 上で下半連続凸, かつ ϕ 6≡ +∞}.

ここで,汎関数 φ ∈ Φ(X)の劣微分作用素 ∂X,X∗φ : X → 2X∗
は以下のように定義される.
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定義 2.1 汎関数 φ ∈ Φ(X) の有効領域 (effective domain) D(φ) と, u ∈ D(φ) に於ける
劣微分 (subdifferential) ∂X,X∗φ(u) は次のように定義される.

D(φ) := {u ∈ X;φ(u) < +∞},
∂X,X∗φ(u) := {ξ ∈ X∗;φ(v)− φ(u) ≥ 〈ξ, v − u〉X ∀v ∈ D(φ)} .

更に φ の劣微分作用素 ∂X,X∗φ : X → 2X∗
が, D(∂X,X∗φ) := {u ∈ D(φ); ∂X,X∗φ(u) 6= ∅}

をドメインとして定義される.

記述を簡単にするために, 以下では ∂X,X∗φ を ∂Xφ と略記する.

注意 2.2 (1) 劣微分は, 凸関数に対する Fréchet 微分の拡張概念である. Fréchet 微分可
能な凸関数の劣微分は, その Fréchet 微分に一致する.

(2) 上の定義では ∂Xφ(u) は一般に集合となるため, 劣微分作用素は X から X∗ への多
価作用素となる (そのため ∂Xφ : X → 2X∗

と記述している).

(3) 劣微分作用素 ∂Xφ は, 極大単調作用素になる. そのため, 吉田近似やレゾルベントと
いった性質の良い近似をとることができる (命題 2.3 参照). また, 近似の収束等を考
える際には, demiclosedness などのグラフの閉性 (命題 2.6 参照) を利用することがで
きる.

なお X が Hilbert 空間 H であり, かつその共役空間 H∗ が自身と同一視されている場
合 (つまり X = H ≡ H∗), φ ∈ Φ(H) の u ∈ D(φ) に於ける劣微分 ∂Hφ(u) は, H の内積
(·, ·)H を用いて, 次のように表すことができる.

∂Hφ(u) := {ξ ∈ H;φ(v)− φ(u) ≥ (ξ, v − u)H ∀v ∈ D(φ)} .
従って, φ の劣微分作用素 ∂Hφ は H から 2H への作用素と見ることができる. また注意
2.2の (3) より, ∂Hφ は H 上の極大単調作用素になる.

Hilbert 空間 H 上で定義される極大単調作用素 A : H → 2H の吉田近似 Aλ : H → H
とレゾルベント Jλ : H → D(A) は次のように定義される.

Jλ := (I + λA)−1, Aλ :=
I − Jλ

λ
∀λ > 0.

ただし I は H 上の恒等写像を表す. さらに Jλ と Aλ は, 次の性質を持つ.

命題 2.3 (1) Jλ は H 上で non-expansive (つまり |Jλu− Jλv|H ≤ |u− v|H ∀u, v ∈ H),
またAλ は H 上で Lipschitz 連続 (Lipschitz 定数は 2/λ).

(2) Aλu ∈ A(Jλu) ∀u ∈ H.

(3) u ∈ D(A)
H
に対して, Jλu→ u strongly in H as λ→ +0.

(4) u ∈ D(A) に対して,

Aλu→ A◦u strongly in H かつ |Aλu|H ≤ |A◦u|H = min{|ξ|H ; ξ ∈ Au}.

ただし, A◦u は H-ノルムを最小にする Au の元 (A◦u はいつも一意に存在する).
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また A = ∂Hφ の場合は, 次のように与えられる φ ∈ Φ(H) の Moreau-吉田正則化 φλ の
劣微分 (Fréchet 微分)が, A の吉田近似と一致する.

φλ(u) := inf
v∈H

{
1

2λ
|u− v|2H + φ(v)

}
∀u ∈ H.

命題 2.4 (1) φλ ∈ Φ(H), φ(u) < +∞ ∀u ∈ H, かつ φλ は H 上で Fréchet 微分可能.

(2) (∂Hφ)λ = ∂H(φλ).

(3) φλ の定義に現れる下限は, v = Jλu で到達する. つまり,

φλ(u) =
1

2λ
|u− Jλu|2H + φ(Jλu) ∀u ∈ H.

(4) φ(Jλu) ≤ φλ(u) ≤ φ(u) ∀u ∈ H.

また, 発展方程式では次のような劣微分作用素の連鎖律が役に立つ.

命題 2.5 φ ∈ Φ(X) とし, u ∈ W 1,p(0, T ;X) とする. (0, T ) 上ほとんど至る所で g(t) ∈
∂Xφ(u(t)) となる g ∈ Lp′(0, T ;X∗) が少なくとも一つ存在する時, t 7→ φ(u(t)) は (0, T )
上ほとんど至る所で微分可能である. さらに次の連鎖律が成立する:

d

dt
φ(u(t)) =

〈
h(t),

du

dt
(t)

〉

X

∀h(t) ∈ ∂Xφ(u(t)), for a.e. t ∈ (0, T ).

発展方程式では, 極大単調作用素 A : X → 2X∗
を, 次のような X := Lp(0, T ;X) から

X ∗ = Lp′(0, T ;X∗) への作用素 A として, 拡張することがある.

Au 3 f ⇔ Au(t) 3 f(t) for a.e. t ∈ (0, T ).

汎関数 φ ∈ Φ(X) の劣微分作用素 ∂Xφ も, 同様に拡張できる. 一方, 汎関数 Ψ ∈ Φ(X ) を
次のように定義すると

Ψ(u) :=





∫ T

0
φ(u(t))dt if φ(u(·)) ∈ L1(0, T ),

+∞ otherwise,

劣微分作用素 ∂XΨ : X → 2X
∗
は先に定義した ∂Xφ の拡張に一致する. つまり,

∂XΨ(u) 3 f ⇔ ∂Xφ(u(t)) 3 f(t) for a.e. t ∈ (0, T ).

最後に, 極大単調作用素 A : X → X∗ のグラフの閉性について述べる. 以下では, 作用
素 A のグラフも同じ記号 A で表すことにする.
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命題 2.6 [un, ξn] ∈ A が以下を満たすとする.

un → u weakly in X,

ξn → ξ weakly in X∗,

lim sup
n→+∞

〈ξn, un〉X ≤ 〈ξ, u〉X .

この時, [u, ξ] ∈ A かつ 〈ξn, un〉X → 〈ξ, u〉X .

3 準線形放物型方程式と回帰的 Banach 空間上の発展方程式

この講演では, 回帰的 Banach 空間 V とその共役空間 V ∗ 上で定義される劣微分作用素
∂V φ : V → 2V ∗ を含む非線形発展方程式のフレームワークの有効性を説明するために, 以
下の二つの準線形放物型方程式を取り上げる.

∂u

∂t
(x, t)−∆pu(x, t)− |u|q−2u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0, (1)

∂

∂t
|u|m−2u(x, t)−∆pu(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0. (2)

ただし 1 < q,m < +∞, Ω は滑らかな境界を持つ RN の有界領域とし, ∆p は p-Laplacian
と呼ばれる微分作用素で, 次のように定義される:

∆pv(x) = ∇ · (|∇v(x)|p−2∇v(x)), 1 < p < +∞.

また f : Ω × (0, T ) → R は与えられた関数とする. これらの方程式に Dirichlet 境界条件
(3), 及び, 初期条件 (4) を課して初期値境界値問題を考える.

u(x, t) = 0, x ∈ Ω, t > 0, (3)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (4)

このような準線形放物型方程式の解析では, それぞれの非線形性に応じた弱解の概念を
導入することが肝要である. Hilbert 空間上の劣微分作用素を含んだ発展方程式による (1)
や (2) へのアプローチでは, H := L2(Ω) 上で定義された次の汎関数 ϕp,H , ψq,H を導入する.

ϕp(u) =
1

p

∫

Ω
|∇u(x)|pdx ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω), ψq(u) =
1

q

∫

Ω
|u(x)|qdx ∀u ∈ Lq(Ω),

ϕp,H(u) =

{
ϕp(u) if u ∈ W 1,p

0 (Ω),
+∞ otherwise,

ψq,H(u) =

{
ψq(u) if u ∈ Lq(Ω),
+∞ otherwise.

そして, ϕp,H と ψq,H の劣微分 ∂Hϕp,H(u), ∂Hψq,H(u) は, それぞれ Dirichlet 境界条件 (3)
を伴う −∆pu と |u|q−2u に超関数の意味で一致する. 従って (1) と (2) の初期値境界値問
題は, 次の H = L2(Ω) 上の発展方程式の Cauchy 問題に書き換えられる.

du

dt
(t) + ∂Hϕp,H(u(t))− ∂Hψq,H(u(t)) = f(t) in H, 0 < t < T, u(0) = u0, (5)

d

dt
∂Hψm,H(u(t)) + ∂Hϕp,H(u(t)) = f(t) in H, 0 < t < T, u(0) = u0. (6)
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Hilbert 空間上の劣微分作用素を含む発展方程式の研究は H. Brézis にはじまり, 多くの
数学者によって研究されている. 中でも石井 [3],大谷 [4]は, (5)の時間局所・大域解の存在に
対する十分条件を求めることに成功している. 彼らによって得られた, 初期値 u0 ∈ W 1,p

0 (Ω)
に対する (1) の初期値境界値問題の強解1 の存在に対する十分条件は, 以下の通り (ただし,
p∗ は Sobolev の埋蔵定理W 1,p(Ω) ⊂ Ls(Ω) に現れる臨界指数2とする):

p < q p > q

時間局所解 q < 1
2
p∗ + 1 いつも

時間大域解 q < 1
2
p∗ + 1 いつも

u0, f : 十分小

一方, 堤 [5] は Sobolev の意味の劣臨界条件 q < p∗ の下で, Galerkin 法を用いて, 十分小さ
い u0, f に対する (1) の初期値境界値問題の時間大域的な弱解3の存在を証明している. よっ
て, 劣臨界条件の下で時間局所的な弱解の存在が予想される. 実際, 大谷 [4] は p = 2 の場
合4にこの予想が正しいことを証明している. しかし, p 6= 2 の場合は, この予想が正しい
かどうか, 長い間, 未解決問題として残されて来た. p 6= 2 の場合の弱解の存在については,
Hilbert 空間上の発展方程式の理論が方程式を取り扱う空間を Hilbert 空間に制限してしま
うため, 弱解に対応した関数空間での情報を十分に用いることができず, 不十分な結果に留
まってしまうと考えられる.
さらに (6) に応用可能な Hilbert 空間上の発展方程式の理論は, 未だ見当たらない. こ

れもやはり, 関数空間の選択に関する制限が原因と思われる.
さて, 回帰的 Banach 空間で発展方程式を取り扱う本研究のフレームワークでは, V :=

W 1,p
0 (Ω) とし, V 上で定義された汎関数 ϕp, ψm の劣微分5 ∂V ϕp(u), ∂V ψq(u) がそれぞれ,

(3) を伴う −∆pu, 及び, |u|q−2u に超関数の意味で等しくなることに注目する. 話を簡単に
するために, 以下では p ≥ 2N/(M + 2) とする. この時 V = W 1,p

0 (Ω) とH = L2(Ω) は次の
連続な埋め込みを満たす.

V ⊂ H ≡ H∗ ⊂ V ∗

従って, (1) と (2) の初期値境界値問題は, 以下のような V ∗ = W−1,p′(Ω) 上の発展方程式の
Cauchy 問題に帰着される.

du

dt
(t) + ∂V ϕp(u(t))− ∂V ψq(u(t)) = f(t) in V ∗, 0 < t < T, u(0) = u0, (7)

d

dt
∂V ψm(u(t)) + ∂V ϕp(u(t)) = f(t) in V ∗, 0 < t < T, u(0) = u0. (8)

最後に, 本研究のフレームワークを用いて得られた, (1) と (2) の解の存在についての結果
を述べよう.

1ここで強解 u とは, du/dt,∆pu ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) を満たす解を意味する.
2埋め込みW 1,p(Ω) ⊂ Ls(Ω) は, s < p∗ ならばコンパクトになる. さらに, s ≤ p∗ の場合は連続になる.
3ここで弱解 u とは, du/dt ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∆pu, |u|q−2u ∈ L∞(0, T ;W−1,p′(Ω)) を満たす解を指す.
4∆2 は通常の Laplacian のため, (1) は半線形熱方程式になる.
5汎関数 ϕp は Fréchet 微分可能. さらに q ≤ p∗ ならば ψq も Fréchet 微分可能.
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定理 3.1 (赤木-大谷 [2]) 爆発項の増大度 q が劣臨界条件 q < p∗ を満たす時, 任意の初
期値 u0 ∈ W 1,p

0 (Ω) と f ∈ W 1,p′(0, T ;W−1,p′(Ω)) に対して, ある T0 > 0 が存在し, 以下の
(9) を満たす (0, T ) 上の初期値境界値問題 (1), (3), (4) の弱解 u が存在する.




u ∈ Cw([0, T0];W

1,p
0 (Ω)) ∩ C([0, T0];L

q(Ω)) ∩W 1,2(0, T0;L
2(Ω)),

∆pu ∈ L∞(0, T0;W
−1,p′(Ω)), |u|q−2u ∈ C([0, T0];L

q′(Ω)).
(9)

一方, (2) については以下の通り.

定理 3.2 (赤木 [1]) p > 2N/(N + 2) の場合, 以下を満たす任意の初期値 u0 と外力項 f

u0 ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L2(m−1)(Ω) ∩ Lm(Ω),

f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ∩W 1,p′(0, T ;W−1,p′(Ω))

に対して, 以下の (10) を満たす初期値境界値問題 (2), (3), (4) の弱解 u が存在する.





u ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)),

|u|m−2u ∈ Cw([0, T ];L2(Ω) ∩ Lm′
(Ω)) ∩W 1,∞(0, T ;W−1,p′(Ω)),

∆pu ∈ L∞(0, T ;W−1,p′(Ω)).

(10)

また p ≥ 2n/(n+ 2) かつ m < p∗ の場合, 任意の u0 ∈ Lm(Ω) と f ∈ Lp′(0, T ;W−1,p′(Ω))
に対して, 以下の (11) を満たす初期値境界値問題 (2), (3), (4) の弱解 u が存在する.





u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)),

|u|m−2u ∈ Cw([0, T ];Lm′
(Ω)) ∩W 1,p′(0, T ;W−1,p′(Ω)),

∆pu ∈ Lp(0, T ;W−1,p′(Ω)).

(11)
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