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　自己共役作用素が生成する波動方程式や Schödinger方程式（の解）のスペクト
ルに基づく研究は多くの成果があり，すぐれた結果も少なくはない．研究の主流は解
が各モードの重ね合わせで記述できることを示したり，またそのことを用いてさらに
詳しい解析を行うことである．この解析で基本的な道具となっているのが自己共役作
用素のスペクトル分解定理である． しかしながら非自己共役作用素についてはその
スペクトル分解定理の未整備もあり, 上記のような立場の研究は多くないように思わ
れる.　[2]は”small perturbation”の条件下で非自己共役系の解が散乱モードのみで
記述できることを示しているがそれはスペクトルに固有値などの特異点が現れない
十分条件にもなっている．[6]は同様の条件で逆問題まで論じている．
ここでは[1]に引き続き small perturabation ではないランク１の消散項をもつ波

動方程式に対して上記問題の解決 (Theorem10, Corollary 12)に取り組む．その際に
Parsevalの等式 (Theorem8)が重要な役割をする．また証明全般においてレゾルベン
トに関する評価 (cf. [4])を必要とする.
次の系を扱う．　

(1) ∂2
t u(x, t) + 〈∂tu,ϕ〉0ϕ(x) − ∂2

xu(x, t) = 0, (x, t) ∈ R × R+

ただし 〈·, ·〉0 は L2(R)の内積. また, ϕ(x)についてはいったん， ϕ(x) ∈ L2
s(R)(s >

1/2)としておくが,後で仮定を追加する．(1)は次の摂動系とみなせることを注意する．

(2) ∂2
t u(x, t) − ∂2

xu(x, t) = 0,　 (x, t) ∈ R × R

(1)と (2)はそのまま扱うのではなく次の Hilbert空間Hにおいて扱うことにする．
H = Ḣ1(R) × L2(R) としてその内積とノルムをそれぞれ 〈·, ·〉, ‖ · ‖ とかく．ま

た 作用素　 A,A0 を次で定義する：D(A0) = D(A) = {f = t( f1, f2) ∈ H; ∂2
xf1 ∈

L2(R), f2 ∈ H1(R)}，

A = i

(
0 1
∂2

x −〈·, ϕ〉0ϕ
)

, A0 = i

(
0 1
∂2

x 0

)

このとき A,A0 は縮小半群 {e−itA}t�0 と unitary 群 {e−itA0}t∈R をそれぞれ生
成する (cf. [6])．また　 z ∈ C 　に対して　 (A − z)−1, (A0 − z)−1 　をそれぞれ
R(z), R0(z) とかく．ここで f(t) = t( u(x, t), ∂tu(x, t))とおくと (1) (resp. (2)) は

∂tf = −iAf (resp.∂tf = −iA0f)

と書きなおせて f(0) = f ∈ H ∩ D(A)(resp.f(0) = f ∈ H ∩ D(A0)) .

f(t) = e−itAf (resp.f(t) = e−itA0f)

と解ける.　これらに対して[5]におけるのと同様な議論を用いると次がわかる：
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Theorem 0.
(1) A は実固有値をもたない。
(2) 波動作用素

W = s − lim
t→∞ eitA0e−itA

が存在してかつW �≡ 0.

Theorem0は任意の f ∈ Hに対して
lim

t→∞ ‖e−itAf − e−itA0Wf‖ = 0.

が成り立つことと (f,Wf) �= (0, 0)なる組みあわせが存在することも主張している．
これはすなわち

(5) f(t) = e−itAf, f ∈ H　
が散乱モード（非束縛かつ非消散モード）をもつことを意味する. そこでわれわれの
取り組むべき問題は以下のようになる：

(Q1) (5)は消散モードを持つか？
(答え：Proposition 3, 4)

(Q2) (5)の解が存在する（かもしれない）モードの重ね合わせで記述できるか？
(答え：Theorem10, Corollary12)

ϕ(x)について,　次の (A1)，(A2)を仮定する：ある s > 1/2に対して

(A1) ϕ(x) ∈ L2
s+1(R).

(A2) ‖ϕ̂(λ)‖2
Ĥ � ‖ϕ̂(µ)‖2

Ĥ (λ � µ � 0)

ただし, ϕ̂(ξ)は ϕ(x)の Fourier変換, λ = |ξ|であり,

‖ϕ̂(λ·)‖2
Ĥ = |ϕ̂(λ)|2 + |ϕ̂(−λ)|2.

とする.
(Q1),(Q2)に答えるために記号と Lemmaなどを述べる．
r0(z) = (−∂2

x − z2)−1 について Γ(z) = 1− iz〈r0(z)ϕ,ϕ〉0 とかき,

Σ± = {z ∈ C± : Γ(z) = 0}, Σ0
± = {z ∈ R : Γ(λ ± i0) = 0}

とおく．このとき

Lemma 1. 　 z �∈ Σ± ⇐⇒ z ∈ ρ(A) ∩ C± かつ 任意の f ∈ Hに対して

R(z)f = R0(z)f +
i〈f,

(
ir0(z)ϕ
zr0(z)ϕ

)
〉

Γ(z)

(
ir0(z)ϕ
zr0(z)ϕ

)

となる．

Lemma1よりΣ±,Σ0
±の特徴づけが重要となる.まず,Σ+,Σ0

+については次を得る．
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Lemma 2. Σ+ = Σ0
+ = ∅

この証明には仮定 (A1),(A2)を要求しない．

Proposition 3. Σ− は（存在しても）離散的な純虚数からなる．さらに,それらは
1

Γ(z)
の一位の極である.

この証明は (A2)を用いてなされる．
Σ− = {zj = iκj ;κj < 0, (j = 1, 2, 3, . . .m)}とかくと, f, g ∈ Hに対して作用素 P

が

〈Pf, g〉 =
−1
2πi

∫
C

〈R(z)f, g〉dz

（ただし，C は {zj}j=1,2,3...m をその内部に含む単一閉曲線）により定義され, Σ−は
Aの（非実）固有値であり，

P 2 = P

を満たすことがわかる (cf. [8]). P を一般化された射影作用素と呼ぶことにする.
そして Proposition3から次がわかる．

Proposition 4.
RangeP ⊂ KerW

(A1),(A2)を用いると次が示される：

Proposition 5.

Σ0
− =

{ ∅ (Γ(0) �= 0)
{0} (Γ(0) = 0)

ただし

Γ(0) = 1 − 1
2
|
∫

R

ϕ(x)dx|2 .

f = t( f1, f2) ∈ C∞
0 (R) × C∞

0 (R) に対して作用素 F0 を次のように定義する：

F0f(λ) =

⎧⎨
⎩

t( λf̂1(λ)+if̂2(λ)√
2

, λf̂1(−λ)+if̂2(−λ)√
2

), (λ > 0)

t( −λf̂1(−λ)−if̂2(−λ)√
2

, −λf̂1(λ)−if̂2(λ)√
2

), (λ < 0)

このとき

Lemma 6. F0 は H から L2(R; Ĥ)への unitary 作用素に拡張でき

〈A0f, g〉 =
∫ ∞

−∞
λ〈F0f,F0g〉Ĥdλ, (f ∈ D(A), g ∈ H)

を満たす． ただし 〈·, ·〉Ĥ は ‖ · ‖Ĥ を normとする Hilbert空間 Ĥの内積である．
f, g ∈ C∞

0 (Rn) ×C∞
0 (Rn)に対して

〈Wf, g〉 = lim
κ↓0

∫ ∞

−∞
〈R(λ + iκ)f,R0(λ + iκ)g〉dλ
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を利用して計算すると (cf , [3]), 各 λ ∈ Rと f = t( f1, f2) ∈ C∞
0 (R) × C∞

0 (R) に対
して定義された作用素 F:

(Ff)(λ) = (F0f)(λ) +
i〈f,

(
ir0(λ − i0)ϕ
λr0(λ − i0)ϕ

)
〉

1 − iλ〈r0(λ + i0)ϕ,ϕ〉0 (F0

(
0
ϕ

)
)(λ),

について,次を示すことができる：

Proposition 7. F は H から L2(R; Ĥ) への有界作用素に拡張でき，F = F0W も
満たす．

次に作用素Gを次のように定義する : 各 λ ∈ R, �∈ Σ−
0 と g = t( g1, g2) ∈ C∞

0 (R)×
C∞

0 (R) に対して

(Gg)(λ) = (F0g)(λ) −
i〈g,

(
ir0(λ − i0)ϕ
λr0(λ − i0)ϕ

)
〉

1 + iλ〈r0(λ + i0)ϕ,ϕ〉0 (F0

(
0
ϕ

)
)(λ)

そして,留数定理から次を得る：

Theorem 8(Parseval の等式). 　任意の f ∈ Hと

任意の g ∈
{ H, (Γ(0) �= 0)

E, (Γ(0) = 0)

に対して ∫ ∞

−∞
〈(Ff)(λ), (Gg)(λ)〉Ĥdλ = 〈f, g〉 − 〈Pf, g〉

が成り立つ．ただし

E = {g = t( g1, g2) ∈ C∞
0 (R)×L2(R)∩L1(R); 〈ϕ, g1〉0− 1

2

∫
R

ϕ(y)dy

∫
R

g2(x)dx = 0}

である．

E については次がわかる：
Lemma 9. E はHで稠密である　

Theorem 8と Lemma 9から次が示される：

Theorem 10. RangeP = KerW

Remark 11. Theorem 10 は次を意味する：

「f ∈ RangeP」は「 lim
t→∞ ‖e−itAf‖ = 0」であるための必要十分条件である.

Corollary 12. 　 f ∈ Hとする．このとき f − Pf �= 0 は

lim
t→∞ ‖e−itAf − e−itA0Wf‖ = 0 (Wf �= 0)

であるための必要十分条件である．
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