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異なる符号の渦度をもつ渦点が混在している渦点系の、平均場極限で現れる汎関数の有界性を紹介
する。有界性を表す不等式は、Trudinger-Moser不等式の亜種と考えられるが、関連する偏微分方程
式 (系)の解の詳細な解析を行うことで得られた。

問題並びに結果

(M, g) を、境界のない向き付け可能なコンパクト 2 次元 C∞Riemann 多様体とする。この上の
Sobolev空間

E =
{

w ∈ H1(M);
∫

M
w = 0

}

は、< u, v >:=
∫
M ∇gu · ∇gvdvg (dvgは体積要素)を内積とするHilbert空間になるが、E上で次の

汎関数を考察する。

Jλ1,λ2(u) =
1
2

∫

M
|∇gu|2dvg − λ1 log

∫

M
eudvg − λ2 log

∫

M
e−udvg, (1)

但し、λ1、λ2は、非負定数とする。
有名な Trudinger-Moser不等式 (多様体上は Fontana(’93 Comment. Math. Helv.)による)から、
汎関数

Jλ(u) =
1
2

∫

M
|∇gu|2dvg − λ log

∫

M
eudvg ( = Jλ,0(u) )

に対し、
λ ∈ [0, 8π] =⇒ inf

u∈E
Jλ(u) > −∞

が知られている。これを用いると、

Jλ1,λ2(u) =
1
2

(
1− λ1

8π
− λ2

8π

)∫

M
|∇gu|2dvg +

λ1

8π
J8π(u) +

λ2

8π
J8π(−u)

ゆえ、

1− λ1

8π
− λ2

8π
= 0 ( ⇔ λ1 + λ2 5 8π) =⇒ inf

u∈E
Jλ1,λ2(u) > −∞

は容易に得られる。これを次のように改善したのが、今回の結果である。

Theorem 1.
(λ1, λ2) ∈ [0, 8π]× [0, 8π] =⇒ inf

u∈E
Jλ1,λ2(u) > −∞.

O

λ2

λ18π

8π

trivial

improved
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結論は最良である。実際、
λ > 8π =⇒ inf

u∈E
Jλ(u) = −∞

は容易に確認できる。Jensenの不等式より、任意の u ∈ Eに対し、

1
|M |

∫

M
eudvg = e

1
|M|

R
M udvg = e0 = 1

が成立する (|M |はM の面積を表す)ので、

Jλ1,λ2(u) = Jλ2(−u)− λ1 log
∫

M
eudvg 5 Jλ2(−u)− λ1 log |M |

である。よって、
λ2 > 8π =⇒ inf

u∈E
Jλ1,λ2(u) = −∞

が得られる。同様にして、λ1 > 8πの場合に infu∈E Jλ1,λ2(u) = −∞も得られる。

証明について

(1)の Euler-Lagrange方程式は、

−∆gu = λ1

(
eu

∫
M eudvg

− 1
|M |

)
− λ2

(
e−u

∫
M e−udvg

− 1
|M |

)
,

∫

M
udvg = 0 (2)

であるが、v1、v2を

−∆gv1 = λ1

(
eu

∫
M eudvg

− 1
|M |

)
,

∫

M
v1dvg = 0

−∆gv2 = λ2

(
e−u

∫
M e−udvg

− 1
|M |

)
,

∫

M
v2dvg = 0

の解とすると、u = v1 − v2であり、v1、v2は

−∆gv1 = λ1

(
ev1−v2∫

M ev1−v2dvg
− 1
|M |

)
,

∫

M
v1dvg = 0

−∆gv2 = λ2

(
e−v1+v2∫

M e−v1+v2dvg
− 1
|M |

)
,

∫

M
v2dvg = 0

という方程式系の解とみなせる。
一般に、A = (aij) ∈ GL(N,R)、Λ = (λ1, . . . , λN )に対し、

−∆gvi = λi

(
e
PN

j=i aijvj

∫
M e

PN
j=i aijvjdvg

− 1
|M |

)
(i = 1, . . . , N)

は (平均場形式の)Liouville systemと呼ばれる。我々の問題は A =

(
1 −1
−1 1

)
という場合に相当

する。近年、A =

(
2 −1
−1 2

)
である Liouville systemが、戸田 system(の一つ)として詳しく調べ

られているが、我々の結果に類するものとして次が知られている。
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Theorem 2 (Jost-Wang (Commun. Pure Appl. Math. 54 (2001))). A = (aij) =

(
2 −1
−1 2

)
と

する。このとき、

JA
λ1,λ2

(v1, v2) :=
1
2

∑

15i,j52

∫

M
aij∇gvi · ∇gvjdvg −

2∑

i=1

λi log
∫

M
e
P2

j=1 aijvjdvg

に対し、

(2λ1, 2λ2) ( = (a11λ1, a22λ2) ) ∈ [0, 8π]× [0, 8π] =⇒ inf
(v1,v2)∈E×E

Jλ1,λ2(v1, v2) > −∞.

証明はこの結果の手法を踏襲したが、戸田 systemに関する我々の結果 (Chae-O-Suzuki, to appear
in Calc. Var.)で用いた手法により簡略化できた。同様の手法で多くの場合にTheorem 2と同様の結論
が得られるが、詳細は現在精査中である。類似の結果として、Shafrir-Wolanskyによるもの (preprint)
があるが、証明方法は異なる。

渦点系の統計力学について2

ΩをR2の境界が滑らかな単連結有界領域とする。Ω内のN 個の渦点系 (位置 xiに渦度 αiの渦点、
i = 1, . . . , N)のHamiltonian H は、

H(x1, . . . , xN ) :=
1
2

∑

15i,j5N
i6=j

αiαjGΩ(xi, xj) +
1
2

∑

15i5N

α2
i γΩ(xi)

で与えられる。ここでGΩ(x, y)は、−∆のDirichlet条件でのGreen関数であり、γΩ(x) = hΩ(x, x)、
但し hΩ(x, y) = GΩ(x, y)− 1

2π log |x− y|−1である。
渦度 α(> 0)のN 個の渦点の正準集団の確率測度 µβ̃,N、分配関数 Zβ(N)は、

µβ̃,N =
1

Zβ(N)
e−β̃Hdx1 · · · dxN , Zβ(N) =

∫

Ω
e−β̃Hdx1 · · · dxN

で与えられる。ここで、β̃ = 1
kBT であり、kBはBoltzmann定数、T は温度である。分配関数 Zβ(N)

は、Hの特異性に注意すると、β̃ ∈ (− 8π
α2N

,∞)の場合に定義できる。そこで、β̃ = βN、α = 1
N ( す

なわち β ∈ (−8π,∞) ) としてN −→∞の極限 (平均場極限) を考えると、確率密度の空間上の測度
νが存在し、j粒子分布関数の弱収束

ρN
j =

∫
dxj+1dxj+2 · · · dxNµβN,N −→

∫
ν(dρ)ρ⊗j

が得られる。但し、νは次の形の密度関数の上に台を持つ。

ρ(x) =
1
Z

e−β
R
Ω GΩ(x,y)ρ(y)dy, Z =

∫

Ω
e−β

R
Ω GΩ(x,y)ρ(y)dydx,

すなわち、u = −β
∫
Ω GΩ(x, y)ρ(y)dy、λ = −βとおくと、uは、

−∆u = λ
eu

∫
Ω eudx

in Ω, u = 0 on ∂Ω

をみたす。
同様のことを、渦度α(> 0)の渦点がn+N個、−αの渦点がn−N個である場合 (但し、0 5 n+, n− 5

1、n+ +n− = 1とする) を (境界が存在することを避けるため) 多様体上で考察すると、λ1 = −βn+、
λ2 = −βn−である場合として、(2)が得られる。

2この内容については、Y. B. Pointin and T. S. Lundgren, Phys. Fluids, 19 (1976) ; E. Caglioti, P. L. Lions, C.
Marchioro, and M. Pulvirenti, Commun. Math. Phys., 143 (1992), 174 (1995) ; M. K. H. Kiessling, Commun. Pure
Appl. Math., 46 (1993) ; C. Marchioro and M. Pulvirenti “Mathematical Theory of Incompressible Nonviscous Fluid”
, Springer, 1994 ; Paul K. Newton “The N-Vortex Problem” , Springer, 2001 などを参。
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