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1. 導入

境界 の 無い 領域で の 粘性非圧縮流体の 運動を考え る 。 全空間 R
n (n ≥ 2) で の Navier-

Stokes 方程式の 初期値問題と し て 与え られ る ：

(1.1)







Ut − ∆U + (U,∇)U + ∇P = F, in R
n × (0, T ),

∇ · U = 0 in R
n × (0, T ),

U |t=0 = U0 in R
n.

こ こ で U = (U1(x, t), . . . , Un(x, t)) と P = P (x, t) は そ れ ぞ れ 流速ベ クト ルと 圧力を表す

未知関数で あ る 。 外 力 F := (F 1(x, t), . . . , F n(x, t)) と 初期速度 U0 := (U1
0 (x), . . . , Un

0 (x))

は 予め 与え られ たベ クト ル値関数で あ る 。

こ こ で は (1.1) の 滑らか な 時間局所解 の 存在に つ い て 議論し て い く 。 初期速度 U0 が 空

間無限遠 方で 減衰し て い る 場合に つ い て は 、 今ま で に 数多く の 研究結果 が あ る ； 例え ば

[4, 9] な ど を参照せ よ 。 ま た初期速度が 空間無限遠 で 減衰し な い 場合に つ い て も 、 先行す

る 結果 が あ る ； [3] 等で 、 U0 ∈ L∞ や BUC の 時に も 滑らか な 時間局所解 が 構成さ れ て い

る 。 ベ ゾ フ 空間な ど を用い て 、 L∞ よ り も 広い 関数空間に 初期速度場が 属す る 場合に つ い

て も 同様に 調べ られ て い る ； [13] を参照。

他方、 速度場が 増大す る 状況に お い て は 研究は 少な い 。 一意性に つ い て の 結果 [12] を

見る の みで あ る 。 そ こ で 今回 は

(1.2) U0(x) := −f(x) + u0(x)

と し て 与え る 。 こ こ で f は globally Lipschitz 連続な 関数で 、 u0 ∈ Lp
σ(Rn) と す る 。 ただ

し p ∈ [n,∞) で 、 f は 次の ２つ の 仮定を満たす と す る ：

(H1) ∇ · f = 0,

(H2) ∃Π : scalar function s.t. F̃ ∈ C(0, T ; Lp
σ),

where F̃ := F − ∆f − (f,∇)f −∇Π.

仮定 (H2) は f お よ び 外 力 F の 条件で あ る 。 外 力 F が 時間に 依らな い 時、 (U, P ) :=

(−f, Π) が (1.1) の 定常解 な らば 、 F̃ = 0 と な る 。 関数 f の 例と し て は 、 f(x) = Mx + V

等が 挙げ られ る 。 ただ し V ∈ R
n は 定数ベ クト ルで 、 M は n× n 行列で 次の 2 つ を満た

す と す る ：

trM = 0 and M2 is symmetric.

こ の 時に Π := (1
2
M2x, x) + (V,MT x) と し て 与え られ たな らば 、 U = −f と P = Π は

(1.1) で F = 0 を満たす 。
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次に 簡単な 変換を導入す る 。 (1.1) の 解 を (U, P ) と し 、 そ れ と (−f, Π) と の 差を考え

る 。 す な わ ち

(1.3) u := U + f, P̃ := P − Π

と し た時、 摂動 (u, P̃ ) は 次の 方程式を満たす ：

(1.4)







ut − ∆u − (f,∇)u + (u,∇)u− (u,∇)f + ∇P̃ = F̃ , in R
n × (0, T ),

∇ · u = 0 in R
n × (0, T ),

u|t=0 = u0 in R
n.

こ れ か ら先は 専ら (1.4) に つ い て 議論す る 。

2. 主結果

こ こ に お い て 、 本報告集の 主結果 に つ い て 言及す る 。 ま ず 、 時間局所解 （ mild solution）

の 存在定理を述べ る 。 こ こ で mild solution と は 、 簡単に 言う と (1.4) の 積分方程式の 解

の 事で あ る が 、 詳し い 定義は 次章で 記 述す る 。

定理 1. （ [6]） n ≥ 2、 p ∈ [n,∞)、 q ∈ [p,∞]、 u0 ∈ Lp(Rn)、 f お よ び F は 仮定 (H1)

と (H2) を満たす と す る 。 こ の 時、 あ る 正の 時刻 T0 と 次の クラ スに 属す る mild solution

u が (0, T0) 上で 一意に 存在す る ：

[t → t
n
2
( 1

p
− 1

q
)u(t)] ∈ C([0, T0]; L

q
σ),

[t → t
n
2
( 1

p
− 1

q
)+ 1

2∇u(t)] ∈ C([0, T0]; L
q).

定理１は 逐次近似法（ 即ち不動点定理） に よ り 証明さ れ る 。 そ の 際に 重要な の は 半群の

評価 で あ る 。 一意性は グロ ン ウ ォ ー ルの 不等式か ら従う 。

次に 解 の 性質、 特に 正則性に つ い て 調べ た結果 を述べ る 。 定理１で 得られ たmild solution

u は 一般に 滑らか で あ る の か 分らな い 。 だ が f(x) = Mx の 場合は 、 u が 空間変数 x に 対

し て C∞-級に な る 事が 分る 。 解 が C∞-級で あ る 事が 分か れ ば 、 次に Cω-級（ す な わ ち実

解 析的） で あ る の か を調べ る の は 自然な 問題だ と 考え られ る 。 実際、 も し M が 歪対称行

列か つ 外 力 F は x に つ い て 解 析的な らば 、 u は x に つ い て 解 析的で あ る 。 こ れ は 次の 評

価 か ら従う ：

定理 2. （ [7] を参照） n ≥ 2、 p ∈ [n,∞)、 T ∈ (0,∞)、 u0 ∈ Ln
σ(Rn)、 M を歪対称行

列と す る 。 F = 0 と す る 。 u を (0, T ) 上の mild solution と し 、 次の クラ スに 属す る と す

る ：あ る 正の 定数 M1, M2 が あ っ て 、

sup
0<t<T

‖u(t)‖n ≤ M1 and sup
0<t<T

t
n
2
( 1

n
−

1
r
)‖u(t)‖r ≤ M2.

こ の 時、 あ る 正の 定数 K1, K2 が あ っ て 、

(2.1) ‖∇mu(t)‖q ≤ K1(K2m)mt−
m
2
−

n
2
( 1

n
−

1
q
)

が 任意の q ∈ [n,∞]、 t ∈ (0, T ) と m ∈ N0 で 成り 立つ 。
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評価 (2.1) が あ れ ば 、 テ イラ ー 展開 の 収束半径（ ρ と 置く ） を下 か ら評価 す る 事が 出

来る ：

ρ(t) ≥ lim sup
m→∞

(‖∂m
` u(t)‖∞

m!

)−1/m

≥ C
√

t for t ∈ (0, T ), ` = 1, . . . , n.

こ れ は Stirling の 公式と Cauchy-Hadamard の 公式よ り 従う 。

定理２の 証明は 、 f = 0 の 時に 証明を与え た [5] の 手法を用い た。 積分方程式の 時間積

分区間を２つ に 分け て 評価 す る 事が 鍵と な る 。 実際に 高階 微分を実行す る と 、 特異性が 大

き く な る 。 そ こ で 可 積分性を稼 ぐ 為に 、 時間が 0 付近で は 半群に 微分を押 し 付け て 、 一

方時間が t 付近で は u に 微分を押 し 付け て 評価 す る 。 最後に は [2] で 示さ れ た特別な グ

ロ ン ウ ォ ー ルの 不等式を用い て (2.1) を導き 出す 。

系. 空間変数に つ い て の 解 析性に よ り (NS2) の 解 の 伝播速度が 無限大で あ る 事が 直ちに

従う 。 即ち、 初期速度場の 摂動 u0 が コン パ クト 台を持っ て い て も 、 解 u(t) の 台は 任意の

時刻 t > 0 で 全空間に 広が る 。

3. 半群

定理を証明す る に 当っ て 、 半群の 理論を整備し て お く 必要が あ る 。 作用素 A を Au :=

−∆u − (f,∇)u + (u,∇)f、 D(A) := {u ∈ W 2,p ∩ Lp
σ; (f,∇)u ∈ Lp} で 定め る 。 こ こ で f

は C1+α-級の ベ クト ル値関数と す る 。 こ の 時、 任意の p ∈ (1,∞) に 対し −A は Lp
σ(R

n)

上 (C0)-半群 {e−tA}t≥0 を生成す る 事が 知られ て い て い る ； [10, 11] を参照。 ま た一般に 、

半群 {e−tA}t≥0 は 非解 析的で あ る ； [8] 等を参照。

一般に 、 半群は 表示を持つ と は 限らな い 。 し か し f(x) = Mx の 場合は 、 半群 {e−tA}t≥0

が 次で 表示さ れ て い る ：

(3.1) e−tAϕ(x) =
e−tM

(4π)n/2(det Qt)1/2

∫

Rn

ϕ(etMx − y)e−
(Q

−1
t y,y)

4 dy

ただ し Qt :=
∫ t

0
esMesMT

ds と す る 。 勿論 M = 0 の 場合、 e−tA は 熱半群と 一致す る 。

Helmholtz 射影 P := (δij + RiRj)1≤i,j≤n を (1.4) の 第１式に 作用さ せ 、 Duhamel の 原

理か ら積分方程式

(INT) u(t) =e−tAu0 +

∫ t

0

e−(t−s)AF̃ (s)ds

−
∫ t

0

e−(t−s)A
P(u(s),∇)u(s)ds + 2

∫ t

0

e−(t−s)A
P(u(s),∇)fds

を導く 。 こ こ で は (INT) の 解 u ∈ C([0, T ); Lp
σ(R

n)) を mild solution と 呼ぶ 事に す る 。 形

式的に は 、 (INT) は (1.4) と 等し い 。

定理の 証明す る の に 必要な 評価 を幾つ か 用意し て お く ：

補題 1. (i) （ [1, 10]） 任意の n ≥ 2 と globally Lipschitz 連続な 関数 f に 対し 、 定数

C > 0 と ω ∈ R が あ っ て

(3.2) ‖∇ke−tAϕ‖q ≤ Ceωtt−
k
2
−

n
2
( 1

p
−

1
q
)‖ϕ‖p
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が 任意の 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞、 k = 0, 1, 2、 t > 0 と ϕ ∈ Lp(Rn) で 成り 立つ 。 さ らに p < q

の と き 、

(3.3) t
k
2
+n

2
( 1

p
−

1
q
)‖∇ke−tAϕ‖q → 0 as t → 0

も 成り 立つ 。

(ii) （ [7]） 更に f(x) = Mx の 場合、 あ る 定数 C1, C2, C3 > 0、 ω1, ω2, ω3, ω4 ∈ R が 存

在し て 、

(3.4) ‖∇me−tAϕ‖q ≤ C1e
(ω1+ω2m)tt−

n
2
( 1

p
−

1
q
)‖∇mϕ‖p

を任意の t > 0 と m ∈ N と ϕ ∈ W m,p(Rn) で みたし 、

(3.5) ‖∇me−tAϕ‖q ≤ C2(C3m)m/2e(ω3+ω4m)tt
−n

2
( 1

p
− 1

q
)−m

2 ‖ϕ‖p

を任意の t > 0 と m ∈ N と ϕ ∈ Lp(Rn) で みたす 。

(iii) f(x) = Mx か つ M が 歪対称行列の 場合、 (3.4) に お い て ω2 = 0 と 取れ る 。
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