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次の準線形楕円型方程式の特異摂動問題を考える．

(P)





−ε∆pu = f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

u > 0, x ∈ Ω.

ここで Ω ⊂ RN は C2,α 級（0 < α < 1）の境界 ∂Ω をもつ有界領域，ε > 0 はパラ
メータ，∆pu = div(|∇u|p−2∇u) (1 < p < ∞)，f(x, u) は次を満たす関数とする：

(F1) f ∈ C(Ω × [0,∞))．

(F2) ある σ > 0が存在し，任意の x ∈ Ωに対して f(x, 0) = 0, lim inf
u→+0

f(x, u)

up−1
> σ．

(F3) ある正値関数 a ∈ C(Ω) が存在して

f(x, u)

{
> 0 (0 < u < a(x)),

< 0 (u > a(x)).

(F4) ある単調増加関数 g ∈ C([0,∞)) が存在し，任意の x ∈ Ω に対して u 7→
f(x, u) + g(u) が [0, ‖a‖L∞(Ω)] において非減少．

関数 f(x, u)の例として f(x, u) = up−1(a(x)−u)がある．この種の関数は主に数理
生態学の個体数モデルに現れ，その場合 a(x)は環境収容力（carrying capacity）とよ
ばれる．数理生態学以外の諸分野で扱われる方程式の多くにも，このような f(x, u)

が頻繁に現れる（Allen-Cahn 方程式，Ginzburg-Landau 方程式など）．いずれにし
ても f(x, u) が u のみに依存する場合（したがって a(x) は定数）の研究が古くから
盛んである．

(F1)–(F4) を満たす f(x, u) に対する (P) の特異摂動問題について，まず p = 2

の場合の結果をいくつか紹介する．Berger-Fraenkel [2] は，f(x, u) = u(1− g(x)2u2)

（a(x) = 1/g(x) に相当）の場合の内部展開と外部展開を具体的に計算し，接合漸近
展開法で解を構成している．特に ε → 0 のとき，解は Ω 上，広義一様に 1/g(x) に
収束する（接合漸近展開法については Fife [6] も参照）．Angenent [1] は (F1)–(F4)

を満たすよりなめらかな f(x, u) に対して，Serrin’s sweeping principle を用いて同
様の収束の結果を得ている（DeSanti [5] も参照）．Dancer [4] も，f(x, u) が u の
みに依存するという設定の下ではあるが，(F2) が成り立たない場合も含む様々な特
異摂動問題を研究している（Clément-Sweers [3] も参照）．特に [2] で得られた内部
展開を利用して，境界層付近で解を精密に評価する比較関数の構成法は，少なくと
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も f(x, u) が u のみに依存する関数であれば大変汎用性がある．実際，Guo [7] は
[4] の議論を踏襲し，p 6= 2 の場合において同様の評価を与えている（収束自体は
Kamin-Véron [8] がそれ以前に示している）．しかしこの [4] の方法を f(x, u) が x

にも真に依存する場合に，例えば a(x) が定数でない場合に適用し，同様の評価を
得ることは容易でないと思われる．
本研究では p 6= 2かつ a(x)が定数でない場合を考える．εが十分小さいとき，(P)

は解 uε ∈ C1,β(Ω) (0 < β < 1) をもつ．ここでは ε → 0 としたときの uε の漸近挙
動に興味がある．次の結果を得た（以下では常に (F1)–(F4) を仮定）．

定理 1. 任意の δ > 0 に対して，次のような K > 0 と ε∗ > 0 が存在する：もし
ε ∈ (0, ε∗) ならば，(P) の任意の解 uε(x) に対して，

dist(x, ∂Ω) > Kε
1
p ならば |uε(x) − a(x)| < δ.

証明の大筋は Angenent [1] に従い比較定理によるが，[1] の証明では優解の構成
に不備があるので，それを修正しつつ，他は証明の p 6= 2 の場合に対する適切な変
更を行う．具体的には −∆p の第 1固有関数を用いた適当な比較関数の構成と，一
般化された Serrin’s sweeping principle を用いる．

注意 1. εが十分小さいときの解の一意性は得られていない．p = 2の場合はAngenent

[1] が，p 6= 2 でも f(x, u) が u のみに依存する場合であれば Guo [7] が証明して
いる．

定理 2. {Ωn}∞n=1 ⊂ Ω を空でなく C2 級の境界をもち，かつ互いに交わらない部分
領域の列とし，次を仮定する：

(F5) 任意の n に対して，ある an > 0, ω±
n ∈ (0, p− 1), c±n > 0 が存在して，任意

の x ∈ Ωn に対して a(x) ≡ an，かつ

lim inf
u→an±0

f(x, u)

|u − an|ω
±
n −1(u − an)

< −c±n （複号同順）.

このとき，任意の n に対して，ある εn ∈ (0, ε∗) が存在して，もし ε ∈ (0, εn) なら
ば，(P) の任意の解 uε(x) と a(x) との Ωn 内の一致集合

On,ε = {x ∈ Ωn; uε(x) = an}

は少なくともひとつの内点を含む．さらにある Kn > 0 が存在して，十分小さい ε

に対して，
{x ∈ Ωn; dist(x, ∂Ωn) > Knε

1
p} ⊂ On,ε.

証明では N = 1 の場合の (P) の解を詳しく調べ，これを利用して比較関数を構
成する．定理 1によって解は a(x) の近傍にあるが，u = a(x) = an (x ∈ Ωn) におい
て f(x, u) が (F5) を満たせば，a(x) = an との一致集合が空でない優解と劣解を各
Ωn 内で局所的に構成できる．

注意 2. Kamin-Véron [8] が Ω1 = Ω, Ωn = ∅ (n ≥ 2) の場合を証明している．この
場合は最大値原理から Ω 全体で uε(x) ≤ a1 となるため，劣解の構成のみを行えば
よい．したがって右側極限に関する条件は不要となる．



系 3. p > 2 とする．空でなく C2 級の境界をもつ開集合 Ω0 ⊂ Ω 上で a(x) は定数
（Ω0 の連結成分ごとに値が異なってもよい），f ∈ C1(Ω0 × [0,∞)), fu(x, a(x)) < 0

とする．このとき，十分小さい ε に対して，(P) の任意の解 uε(x) と a(x) との Ω0

内の一致集合
Oε = {x ∈ Ω0; uε(x) = a(x)}

は少なくともひとつの内点を含む．さらにある K0 > 0 が存在して，十分小さい ε

に対して，
{x ∈ Ω0; dist(x, ∂Ω0) > K0ε

1
p} ⊂ Oε.

注意 3. p = 2 であっても，系 3の残りの仮定のもとで「ある ε に対して」Oε が内
点を含むような f(x, u) の例を構成できる．
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