
An existence theorem for parabolic quasi-variational
inequalities and Applications
加納 理成 (千葉大学大学院自然科学研究科D2)

仮似変分不等式
Hを実Hilbert空間, 0 < T < ∞, AをH → H:非線形作用素, KをH上の閉凸集合, f

を与えられた関数, u0を初期値とする. このとき,{
u ∈ K, < u′ + Au − f, u − w >≤ 0, ∀w ∈ K in [0, T ].

u(0) = u0

を満たす未知関数 uを求める問題を変分不等式という.

Kの代わりに未知関数 uに依存した閉凸集合K(u)に取り替えた問題{
u ∈ K(u), < u′ + Au − f, u − w >≤ 0, ∀w ∈ K(u) in [0, T ].

u(0) = u0

を満たす未知関数 uを求める問題を仮似変分不等式という. 本講演は放物型の仮似変分不
等式を一般化した発展方程式の可解性について取り扱ったものである.

準備
H を real Hilbert space, H 上のノルムを | · |H , 内積を (·, ·)H とし, X を real reflexive

Banach space, X上のノルムを | · |X とし, XはHにコンパクトに埋め込まれているとす
る. また, 0 < δ0 < ∞, 0 < T < ∞として

V (−δ0, t) := W 1,2(−δ0, t; H) ∩ L∞(−δ0, t; X), 0 ≤ t ≤ T.

|v|V (−δ0,t) := |v|L∞(−δ0,t;X) + |v′|L2(−δ0,t;H).

となる関数空間を定義する. V (−δ0, t)の任意の元vに対して定まる凸関数族{φs(v; ·)}0≤s≤t

が以下の条件を満たすとする.

(Φ1) φs(v; z)はH上の非負の適正下半連続凸関数で過去の履歴に依存して決まる. すな
わち, φs(v1; z) = φs(v2; z) wherever v1, v2 ∈ V (−δ0, t), v1 = v2 on (−δ0, s).

(Φ2) (強圧性) φs(v; z) ≥ C0|z|pX , 0 ≤ ∀s ≤ t, ∀v ∈ V (−δ,t), 2 ≤ ∀p < ∞, (C0 > 0:定
数.)

(Φ3) (連続性) 0 ≤ sn ≤ t ≤ T, vn ∈ V (−δ0, t), sn → s, vn → v weakly in W 1,2(−δ0, t; H),

weakly∗ in L∞(−δ0, t; X) とする. このとき, φsn(vn; ·) → φs(v; ·) on H in the sense

of Mosco.

問題
次の発展方程式を考える

(CP)

{
u′(t) + ∂φt(u; u(t)) ∋ f(t) in H, t ∈ (0, T ),

u(t) = u0(t) in H, − δ0 ≤ t ≤ 0.
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ただし u0 : [−δ0, 0] → H,初期関数, ∂φt(u; ·)を φt(u; ·)の劣微分とする.

注意)劣微分作用素とは以下のように定義されるHからH自身への多価作用素である;

ψ :proper, l.s.c., convex function on Hに対して, ψの劣微分 ∂ψを

∀z ∈ D(ψ), ∂ψ(z) := {z∗|(z∗, y − z)H ≤ ψ(y) − ψ(z), ∀y ∈ H}

と定義する.

定義 1.(解の定義) u ∈ C([−δ0, T ]; H) ∩ W 1,2
loc ((0, T ]; H), φ(·)(u; u(·)) ∈ L1(0, T ), f(t) −

u′(t) ∈ ∂φt(u; u(t)) for a.e. t ∈ [0, T ] かつ u(t) = u0(t) in H ∀t ∈ [−δ0, 0], このとき関数
u : [−δ0, T ] → Hを (CP)の解とよぶ.

vの φs(v; ·)に対する依存性をはっきりさせるために, 適正下半連続関数の集合 G(a, b)

を定義する.

定義 2. ψt(·) : H上の適正下半連続凸関数, 0 ≤ t ≤ T,, a ∈ L2(0, T ), b ∈ L1(0, T ):非負関
数とする. このとき, {ψt(·)}0≤t≤T ∈ G(a, b) ⇐⇒

∀s, t ∈ [0, T ], ∀z ∈ D(ψs), ∃z̃ ∈ D(ψt) s.t.


|z̃ − z|H ≤

∫ t

s

a(τ)dτ(1 + ψs(z)
1
2 ),

ψt(z̃) − ψs(z) ≤
∫ t

s

b(τ)dτ(1 + ψs(z))

と定義する.

定理 1.(時間局所解) 任意のM > 0に対し, aM ∈ L2(0, T )+, bM ∈ L1(0, T )+が存在し, 以
下を満たすと仮定する.

(H1){φt(v; ·)}0≤t≤T ∈ G(aM , bM), ただし |v|V (−δ0,T ) ≤ M,

このとき, 任意の f ∈ L2(0, T ; H), u0 ∈ V (−δ0, 0), φ0(u0; u0(0)) < +∞に対して, (CP)

は少なくとも一つ時間局所解を持つ.

V (−δ0, t)の代わりに次の空間を定義する.

Ṽ (−δ0, t) := L∞(−δ0, t; H) ∩ Lp(−δ0, t; X), 0 ≤ t ≤ T. (2 ≤ p < ∞)

|v|Ṽ (−δ0,t) := |v|L∞(−δ0,t;H) + |v|Lp(−δ0,t;X).

φ(v : ·)の構成に関して時間局所解の時に用いられた仮定を適切なものに置き換える. す
なわち, (Φ1), に関しては単に空間 V (−δ0, t)を Ṽ (−δ0, t)に置き換えたもの, (Φ2),(Φ3)に
関しては代わりに

(Φ̃2) φs(v; z) ≥ C0|z|qX , 0 ≤ ∀s ≤ t, ∀v ∈ V (−δ,t), 2 ≤ ∀q ≤ p, (C0 > 0:定数.)

(Φ̃3) 0 ≤ sn ≤ t ≤ T, vn ∈ Ṽ (−δ0, t), sn → s, vn → v weakly in Lp(−δ0, t; X), weakly∗
in L∞(−δ0, t; H)とする. このとき, φsn(vn; ·) → φs(v; ·) on H in the sense of Mosco.
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を用いて構成されたものとする.

定理 2.(時間大域解) 任意のM > 0に対し, aM ∈ L2(0, T )+, bM ∈ L1(0, T )+が存在し, 次
を満たすと仮定する.

(H1)’{φt(v; ·)}0≤t≤T ∈ G(aM , bM), ただし |v|Ṽ (−δ0,T ) ≤ M.

さらに
(H2)定数 A0 > 0,が存在し, 任意の v ∈ Ṽ (−δ0, T )に対して, h = hv ∈ W 1,2(0, T ; H) ∩
Lp(0, T ; X)が存在し

|h|W 1,2(0,T ;H) ≤ A0,

∫ T

0

φt(v; h(t))dt ≤ A0,

を満たすことを仮定する.

このとき, 任意の f ∈ L2(0, T ; H), u0 ∈ W 1,2(−δ0, 0; H)∩Lp(−δ0, 0; X), φ0(u0; u0(0)) <

+∞に対して, (CP)は少なくとも一つ時間大域解を持ち, その解は以下を満たす:

u ∈ W 1,2(−δ0, T ; H), sup
t∈[0,T ]

φt(u; u(t)) < ∞.

定理 2の系. 任意のM > 0に対し, aM ∈ L2(0, T )+, bM ∈ L1(0, T )+が存在し, (H1)’を満
たすと仮定する. また (H2)を仮定する. さらに u0 ∈ C([−δ0, 0]; H) ∩ L2(−δ0, 0; X)かつ,

φ0(u0n ; u0n(0)) < +∞となる {u0n} ⊂ Ṽ (−δ0, 0)が存在し,

u0n → u0 in C([−δ0, 0]; H), weakly in Lp(−δ0, 0; X).

となることを仮定する.

このとき, 任意の f ∈ L2(0, T ; H), に対して, (CP)は少なくとも一つ時間大域解を持ち,

その解は以下を満たす:

u ∈ C([0, T ]; H), t
1
2 u′ ∈ L2(0, T ; H), tφt(u; u(·)) ∈ L∞(0, T ).
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