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田中　直樹（静岡大・理）

�� 序論（研究の背景と目的）
本講演の目的は，半線形発展方程式に関する適切性の問題を位相解析的な立場から考察
することである� ここでいう適切性とは，解の存在と一意性，及び，解の初期値に関する
リプシッツ連続的依存性を意味する� 本研究の動機づけとなった研究を紹介しよう�
文献 ���� では，� � �

�� � � � � � � 	�� のとき，複素 
��
����������� 方程式の
混合問題�
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但し，� � �
 � � �
 �
 �
 	 � �とする� に関して，その解作用素 ���� が平滑性をも
ち，局所リプシッツ連続である，すなわち，各 � � � に対して，局所的に有界な関数
�� � ������ �� が存在して
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 ��
 �� � ������ ���

を満たすことが示された� ここでいう平滑性とは，任意の ����� の元を初期値とする強
解 � が

���� � ��
���� 	����� ����� � � ��

を満たすことである� 但し，� の仮定から ����� � ���������� が成り立っている�
問題 任意の ����� の元を初期値とするとき，�� 級の解，すなわち，
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をみたす解を見つけることが可能か�

微分方程式系に対する適切性の問題を考察するための位相解析的手法として，与えられ
た微分方程式系を，バナッハ空間 � における作用素 � に対する抽象的コーシー問題

����� � ����� �� 
 ��
 ���� � � � � �� �� ��� � �
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に書き直して調べる方法がある� その方法を振り返ろう� このコーシー問題が，上述の意
味で適切である，すなわち，各 � � � に対して，ある意味の解 ���� �� が時間大域的に存
在し一意であり，その解が初期値に局所リプシッツ連続的に依存するとすれば，

����� � ���� �� �� 
 �
 � � ��

により定まる，� からそれ自身への作用素族 ������ � 
 �� は次の性質を持つ�
�本研究は，松本敏隆氏（広島大・理）との共同研究である�
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�!�� 各 � � �に対して，��
�� � ��
��� � は連続である．

�!"� 各 � 
 �� � � ��
� に対し，���� � � が存在して
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但し，各 � � ��
�に対して，�� � �� � �� ���� � ��は � の閉集合であり，� � ��������

は各成分 �� � � � ��
��が適正な汎関数であるベクトル値汎関数であり，� はすべての
�� の有効域の部分集合とする� また，� � ����

�
��� � � � ����

�
��� � �� � �� �� � � � ��

と定める�

ここで簡単に � の役割を説明しよう� 文献 ���� の中で得られた解作用素の連続性 ���

は，� � ������ ���� � ������ �� � � � ������ を用いることで，条件 �!"� の形に述べ
ることができる� つまり，� の役割は，一般的には，条件 �!��� �!�� から導出できない解
作用素自身の連続性を局所的に定式化するためのものである�

条件 �!��� �!��� �!"� を満たす � からそれ自身への作用素族 ������ � 
 ��を � に関す
る � 上の局所リプシッツ作用素半群といい，つぎで定義される作用素 �� を ������ � 
 ��
の無限小生成作用素という��

��� � #�$	��������� ���� �� � ������


����� � �� � �� #�$	��������� ���� が存在する ��

もし，局所リプシッツ作用素半群 ������ � 
 ��が，� � � に対して ��
�� � �����
�����
を満たすならば，����������� � ������� �� 
 �� である，すなわち，���� � ����� は
��� ���
 �� の解である� いま述べたことは特殊な場合ではあるが，このことから，与え
られた作用素 � に対する抽象的コーシー問題 ��� �が本講演の意味で適切であるかどう
かを考察するためには，作用素 � が局所リプシッツ作用素半群の無限小生成作用素であ
るかどうかを考察すればよい� このように，微分方程式系に対する適切性の問題は，抽象
的コーシー問題 ��� �の適切性の問題へ，さらに，『局所リプシッツ作用素半群の無限小
生成作用素の特徴づけ』の問題に翻訳される�

�� 局所リプシッツ作用素半群の諸性質
� をバナッハ空間とし，� を � の部分集合とする� � � �������� は次の条件を満たす
とする�
���� 各成分 �� � � � ��
��は適正な汎関数である�
���� 各 � � � � � に対して ����� �� �� � � � �����  �� � � である�
��"� 各 � � ��

� に対して，�� �� �� � �� ���� � �� は � の閉集合である�

������ � 
 �� を � に関する � 上の局所リプシッツ作用素半群とする� 時間大域的な解
を見つけることを目的としているため，������ � 
 ��に関するつぎの増大条件を導入する�
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但し，各 � � ��
�に対して，!��� �� は，初期値問題

"���� � #�"���� �� 
 ��� "��� � � ���

の最大解を表し，# � ����
���

�� は次の条件を満たす関数とする� 以下� 比較関数と呼ぶ�
���� 各 � � �
 �
 � � � 
 �に対して，#���� 
 � である�
���� 各 � � �
 �
 � � � 
 �に対して，� � %�� �� � %�� ならば #���� � #��%�� である．
��"� 各 � � ��

�に対して，初期値問題 ��� は時間大域的な最大解をもつ．

条件 �!	� は，微分方程式系の混合問題などの解のエネルギー評価，ア・プリオリ評価，
減衰評価などを抽象化したものである�

つぎの命題は，���� 半群に対する &'##'� の定理の非線形版と考えられる�
命題 �� ������ � 
 �� を条件 �!	� をみたす � に関する � 上の局所リプシッツ作用素
半群とする� このとき，つぎの ���� ���� が成り立つ�

��� � � � と ��
 � ��� ��上の非負値汎関数族 �$��

 

 
�� � � ��
�� が存在して，つぎ

の �(��� �(��� �("�をみたす．

�(�� 各 � � ��
�� �� � � �� に対して，$��

 �
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 � �� �� は連続である．

�(�� 各 � � ��
� に対して，���� 
 � が存在して，
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� に対して，� 
 � をみたす� � ��

� と & 
 � が存在して，
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この命題から，理論的には，解が初期値にリプシッツ連続的に依存する微分方程式系の
解作用素は，適当な非負な汎関数族に関して縮小的になる� 逆に，このような性質を持つ
非負な汎関数族を構成できれば，解が初期値にリプシッツ連続的に依存することを示すこ
とができる� それでは，実用上，このような性質を持つ非負な汎関数族をどのように構成
すればよいのだろうか� 複素 
��
����������� 方程式の混合問題を例にとり，その解作
用素が局所リプシッツ連続であることをどのように導出するかを� 岡沢・横田のアイデア
をもとに� 考えてみよう．



解の初期値に関する連続依存性の導出

複素 
��
����������� 方程式
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について，変分をとることができるかなどの微妙な問題点は無視し，形式的な計算をもと
に変分をとると，
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が成り立つ．�+'��	�
 *�� とすると，
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である� これより，

������� *����� � ���� *����� � ���� � �������� � ��
�
�
������� *��� ��� �	� *����� �

-./#�'� の不等式と 
��#����/�0��'��'�� の不等式を用いると，�
�
������� *��� �� � �������� � *����� � '��������� � *��
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�� � *����
�

� '��������� � *���������� �� *������ � �� *�������


但し，( � ������ ���� である．�/��� の不等式を用いて，

������� *����� � ���� *����� � '	���������������� � *����� � ���� *����� � '�� *����� �

そこで，もし
�� � ������ (� � �
 すなわち � � � � � � 	��

ならば，������� *����� � ��)� *�������� *����� であるから，

������� *���� � �)� *�������� *���� � �1�

つぎに，�+'��"�
 �� とすると

������������ � ��������� � �������� � �	������ � �� �2�

�1���*����� *������ �2� とすると，

������ '34��*������������ *����

� '34��*������������������� *���� � �*������������������� *�����

� '34��*������������)� *���� � �*���	������� *�����

� '34��*������������ *�����)� �*���	�������� �5�



各 � � � に対して，�� を次で定義される +�'$��� $'6��7 とする�
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この定義が意味をもつと仮定して議論を進めよう� +
 # � ������ �+���� � �
 �#���� � � と
する．- � � とする．このとき，���,� が存在して，����,����� � �� ����� � + � ����� � #�� �

�
'34��*��������,������� *���,���� �,  ���+
 #� � -�

� � � とし，� � ��
 � � とする� このとき，� 
 � が存在して ����
 ,����� � � �� � ��
 � ���
�5� により，

� �
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�+
 #� � -� であるから，
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各 � � � に対して，%� 
 � が存在して，���,����� � � ならば

� *��,���� � '34��*�������,������� *��,���� �%�� *��,����

であるから，+
 # � ������ �+��
�� � �
 �#���� � � に対して

�+ � #��� � ���+
 #� �%��+ � #��� �

したがって，各 � � �
 � � � に対して，���� � � が存在して

�����+ � ����#��� � �����+ � #��� �� � ��
 � �
 +
 # � �����
 �+���� � �
 �#���� � ���

+�'$��� $'6��7 �� を決定することは難しいが，上の考察により，

$���
 �� � '34��*��������������������������������������������� ��
 � � ������
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を用いれば， � � � に対して，� � � を選べば，��
 �� � ������ ������� � �� ������� � �
のとき，十分小さな Æ � � に対して

������$
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 ������� � &���$
�������
 ������� �� � ��
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を得ることができる� さらに，
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と定めれば，�2� により，

��������������� � #����������� �� 
 ��

であり，����������� を評価することはできる．この考察は，複素 
��
����������� 方程
式の混合問題に応用するためには，抽象的設定の中に現れる $�� �� # として �8�� ���� に
より定義されるものを選べばよいことを示唆している�



微分方程式系に関する適切性の問題は，�つの方法として，� つの解の差を測るための
汎関数を選び，この汎関数に関して解の差が初期値の差に縮小的に依存することを示すこ
とで解決できると考えられる．しかし，� つの解の差を測るものとして，ノルムが用いら
れることが多く，その方法に対応する理論が単調作用素，縮小作用素半群の理論である�
この意味において，縮小作用素半群に代わり『リプシッツ作用素半群』の研究が重要にな
るのではないだろうか� そこで，平滑性を持つリプシッツ作用素半群の理論構築を目指し，
解析的半群の非線形摂動の問題を局所リプシッツ作用素半群の特徴づけの問題に翻訳して
調べることから始めたい．

�� 放物型半線形発展方程式に付随する局所リプシッツ作用素半群の特徴づけ
解析的半群の非線形摂動の問題に焦点を当て，その解作用素族が局所リプシッツ作用素
半群になるための必要十分条件を調べよう� さらに，得られる特徴づけを応用して，複素

��
����������� 方程式の混合問題が時間大域的な �� 級の解をもつことを示そう�
このような目的を達成するために，� をバナッハ空間とし� � を � の部分集合とし，

� における半線形発展方程式の初期値問題

����� � ����� � /���� �� � ��
 ���� � �� �! � ���

を考える．この種の方程式に関する適切性の問題は，条件設定に相違はあるが，文献 ��$��

�$��� ���� ��9�� ���� ��:'��� � �� などで調べられている�
この節では，� は� 定数 % 
 �� &�  � が存在して �0 ���� � %.��� �� 
 �� をみた
す，� 上の ���� 級の解析的半群 �0 ���� � 
 �� の無限小生成作用素とする� 1 � ��
 ��は
定数とし� バナッハ空間 2 を 2 � ��������� そのノルムを ���� �� �������� �� � 2 �
により定める� 2 の部分集合 � を � � � 	 2 により定め� /は � から � への非線形作
用素とする�
この節の目的は，�! � ��� の時間大域的軟解を与える解作用素の族が局所リプシッツ作
用素半群となるための必要十分条件について考察することである．
非線形作用素 / の局所連続性と増大条件を定めるために，条件 ����
 ����
 ��"�をみた
すベクトル値汎関数 � � ����

�
��� を利用する．各 � � ��

� に対して，2 の部分集合 �� を
�� � �� 	 2 により定める�
作用素 / に関して，つぎの条件 �;��� �;��� �;"� を仮定する．

�;�� 各 � � ��
� に対して� �� は �� において稠密である．

�;�� 各 � � ��
� に対して，/ は �� から � への作用素として連続である．

�;"� 各 � � ��
�に対して，%���� � �が存在して �/�� �%����������� � �� � ����

定理 �� ベクトル値汎関数 � � �������� は条件 ����
 ����
 ��"�を，作用素 / は条件
�;��� �;��� �;"� を，# � ����

���
�� は条件 ����� ����� ��"� をみたすと仮定する� このと

き，つぎの ���� ���� は同値である：

��� 条件 �!	�をみたす�に関する�上の局所リプシッツ作用素半群 ������ � 
 ��が存在
して，/��
�� � ����
����� �� � ��� /��
�� � ����
�����	�������
���� �� �
��，および，つぎの積分方程式をみたす：

����� � 0 �����
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�
0 ��� ��/����� �� �� � �� � 
 ���



���� 以下の "条件 ������� ������� ����"� がみたされる：

������ � � � と ��
 � ��� ��上の非負値汎関数の族 �$��
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て，条件 �(��� �(��� �("�をみたす．

������ 各 � � ��
� に対して，� 
 � をみたす� � ��

� と & 
 � が存在して，
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����"� 定数 3 � ��
 �� が存在して，各 � � �� - � � に対して Æ � ��
 -�� �Æ � ��
4Æ � 2 が存在して，

�Æ � 0 �Æ���

� Æ

�
0 ���/���� 4Æ
 �4Æ� � -Æ
 �4Æ�� � -Æ� 


����Æ�� ������Æ � #��������

但し，#���� � �#�� ����
�
���� #�� ��� � #���� � - �� � � � ���

この場合，さらに，各 5 � � に対して，���5� � � が存在して

�/�� /�� � ���5���� ��� ��
 � � 2
 ���� � 5
 ���� � 5�

が満たされるならば，各 � � � に対して，抽象的コーシー問題 �! � �� は，各 � � �

に対して � � �
�
� が存在して ���� � �� �� � ��
 � �� をみたす一意解 ���� � ����� �

����
�����	 �����
�����	 ����
��� �������をもつ�

必要性の証明の概略を述べよう� 命題 � の条件 ���� ���� が成り立つ� 条件 ������ は，命
題 �の条件 ��� に他ならない� 条件 ������� ����"� をチェックするために� � � ��

�� ��
 �
 �� �
��
 ��� �� � �� とする� 命題 �の条件 ���� を用いると，� 
 � なる � � ��

�� & 
 � が存
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である� よって，条件 ������ が成り立つ� 条件 ����"� をチェックするために� � � � とする�
このとき， /��
�� � ����
�����である� 0 ����� � 	� 0 ���/���� ����� � ��������
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である� ����� � � �� � �� であり，条件 �!	� により #�$ <�4	��������������������� �
#�$ <�4	���!����������!������������ � #������� �� � � � �� であるから，条件 ����"�

は 3 � �� 1� �Æ � ��Æ�� で満たされる�
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を考えよう� 但し， 
�は �� の領域 � の滑らかな境界を表し� � � �� � � �� �
 �
 	 � �
とする� さらに， � はつぎの条件を満たすと仮定する�

� � � � � � 	���

定理 �� 任意の初期値 �� � ����� に対して，��
�� はつぎのクラスの解 � を一意的
にもつ�
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さらに，次のような解の初期値に関する連続依存性が成り立つ� � を初期値が �� � �����
である上述のクラスの解とする� このとき，各 �
 � � � に対して %��
 ��� � が存在して

������������� �%��
 ����������� �� � ��
 � �� ��
 �� � ������ ������ � �
 ������ � ���
�定理の証明の概略� � � ����� とし，� における作用素 � を

�� � ��� ������� �� �� � ���� � ��
���� 	������ ����

により定める� このとき， � は � 上の ���� 級の解析的半群 �0 ���� � 
 �� の無限小生成
作用素であり， 評価 �0 ���� � .��� �� 
 �� が成り立つ�
もし抽象的設定に現れる �� �� 1 � ��
 ��を

/� � ��� � ����������� ��� �� � 	�� �� � � �� � 	 2 � ����

により定められる作用素 / が � から � への作用素であり，条件 �;"� を満たすように
決定できれば， ��
�� は半線形発展方程式の初期値問題 �! � に翻訳され，定理 � を適
用できる� これを実行するために，つぎの � つの場合に分けて考察する�
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ここでは，�=� の場合についてのみ紹介することにしよう� � � ����� とし� 汎関数
� � � � �� を

���� � ���� �� � ��
により定め， 1 � ��
 ��をつぎのように選ぶ�

�� � ��,  1  �� ��	�

但し , � ����� ����� ����� � ���である� ��"�により � � �� � ��,  � であるから，上
のように 1 を選ぶことは可能である� 容易に分かるように，汎関数 � は条件 ����，�����
��"� をみたす� 条件 �;"� をチェックするために，つぎの補題を必要とする�
補題 �� 6 をバナッハ空間とする� ,
 	 � ��
 ��� 7� � � とし，8 をつぎの条件を満た
す ���� から 6 への線形作用素とする�
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このとき，	 � ,��� 	�  (  � ならば，線形作用素 �8 � ��������� 6 が存在して，� �8� � 8� �� � �����
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条件 �;"�のチェックに移ろう� 
��#����/�0��'��'��不等式により，����� � ����������
であり
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 	 � �� ( � 1 で用いることができるので，
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よって，����により定義される作用素 / は � を � に写す�
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であるから，�
 � � � に対して
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が成り立つ� 但し &� � ���� 	�� � ������ である� ��5�� ��1�� ��	�により，
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であり，作用素 / は条件 �;"� を満たす� ��8�� ��1�により，作用素 / はつぎの局所リプ
シッツ条件をみたす� 各 5 � � に対して ���5� � � が存在して
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さて，定理 � の条件 ���� をチェックしよう� そのために，先の考察をもとに， � � �とし，
各 � � �� に対して，汎関数 $� � ��
 � ��� �� を

$���
 �
 �� � '34��*���������� ���� � ���� � ��������� �� � ������ ����

により定める� 条件 ������ が満たされることは容易に確かめられる� 条件 ������，����"� を
チェックするために，�� � � とし，�	 � 0 ������

� 	
� 0 ���/�� �� �� � ��と定める� この

とき，� � �に関して �	 は微分可能であり，�	 � ����� ��	 � ��	�/�� �� � ��が成り
立つ� +	 � /���/�	 �� � ��とおけば， #�$	�� �+	� � �， #�$	�� ��������	����� � �

であり，
��	 � ��	 �/�	 � +	 �� � �� ����

が成り立つ� この �	 について，解の初期値に関する連続依存性の導出と同様の議論をす
れば，条件 ������� ����"� が満たされる� このようにして定理 � の条件 ���� をチェックでき
るので，定理 � により所要の結果を得る�
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