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Ω ⊂ RN(N ≥ 4) を滑らかな有界領域、p = (N + 2)/(N − 2) は臨界 Sobolev 指数、
c0 = N(N − 2), ε > 0 は正のパラメーターとし、 k ∈ C2(Ω) とする。この講演では次の
楕円型方程式

(Pε,k)





−∆u = c0u
p + εk(x)u in Ω,

u > 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω

の爆発解のスペクトル解析的な性質について考察する。
解の存在について、Brezis-Nirenberg [2] の古典的な結果によって次が知られている:

Sε,k = inf
u∈H1

0 (Ω)
‖u‖Lp+1(Ω)=1

{∫

Ω

|∇u|2dx− ε

∫

Ω

k(x)u2dx

}

とおく。ε > 0 が十分小さく −∆− εk(x)· が H1
0 (Ω) 上で強圧的なとき、係数関数 k が条

件『領域 Ω のどこかで正』をみたせば、Sε,k の最小化元の定数倍からなる (Pε,k) の解が
少なくともひとつ存在する。これを (Pε,k) の最小エネルギー解と呼ぶ。

Brezis-Nirenberg の方法で作った最小エネルギー解 uε について、xε ∈ Ω を uε(xε) =

‖uε‖L∞(Ω) となる点列とすると、uε(xε) → +∞ であり、部分列をとることで xε はある
x0 ∈ Ω を集積点に持つことがわかる。この x0 を解の列 {uε} の爆発点と呼ぶ。
爆発点の位置については次が知られている ([4]):

N ≥ 4 とする。Ω+ := {x ∈ Ω : k(x) > 0} 6= φ を仮定し、{uε} を Brezis-Nirenberg の
方法で作った最小エネルギー解の族とする。このとき爆発点 x0 ∈ Ω+（特に x0 は内点）
であり、さらに x0 は Ω+ 上で定義された関数

F (x) =
R(x)

2
N−2

k(x)
, x ∈ Ω+

の最小点となる。ここで R は領域の Green 関数 G(x, y) から定まる（正値）Robin 関数
R(x) = limy→x[

1
(N−2)σN

|x− y|2−N −G(x, y)] をあらわす。

この講演では、係数関数 k が

k ∈ C2(Ω), k ≥ 0 on Ω, Ω+ 6= φ



をみたすことを仮定して、次の固有値問題

(Eε,k)





−∆v = λ (c0pu
p−1
ε + εk(x)) v in Ω,

v = 0 on ∂Ω,

‖v‖L∞(Ω) = 1

を考察する。係数関数 k の非負性より、重み関数 Wε(x) = c0pu
p−1
ε + εk(x) はWε > 0 in

Ω をみたすので、固有値問題の一般論から (Eε,k) には λ1,ε < λ2,ε ≤ · · ·λi,ε ≤ · · · → +∞
をみたす固有値の列および直交条件

∫

Ω

Wε(x)vi,εvj,εdx = 0 (i 6= j)

を満足する {λi,ε} に対応する固有関数の列 v1,ε, v2,ε, · · · , vi,ε, · · · が存在する。このとき、
最小エネルギー解 uε の Morse 指数 (= 1) は (Eε,k) の 1より小さい固有値の個数に一致
することに注意する。また

ṽi,ε(y) = vi,ε(
y

‖uε‖
p−1
2∞

+ xε), y ∈ Ωε = ‖uε‖
p−1
2∞ (Ω− xε)

とおく。

定理 1 (第 1固有値・第 1固有関数の漸近挙動)

N ≥ 5 とする。このとき

λ1,ε → 1/p,

ṽ1,ε(y) → U(y) =

(
1

1 + |y|2
)N−2

2

in C2
loc(RN)

が ε → 0 で 成り立つ。

定理 2 (i = 2, 3, · · · , N + 1 の固有値と固有関数の漸近挙動)

N ≥ 6 とする。このとき i = 2, 3, · · · , N + 1 に対して次が成り立つ。

(1) ~ai = (ai,1, ai,2, · · · , ai,N) 6= ~0 が存在して、ε → 0 のとき

ṽi,ε(y) →
N∑

j=1

ai,j
yj

(1 + |y|2)N
2

in C2
loc(RN),

‖uε‖2+ 2
N−2∞ vi,ε(x) → σN

N∑
j=1

ai,j

(
∂G

∂zj

)
(x, z)|z=x0 in C1

loc(Ω \ {x0}).

(2)

‖uε‖
2N

N−2∞ (λi,ε − 1) → Mµi−1, (ε → 0)



ここに µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µN は行列

A(x0) =

(
2

N − 2

Rxi,xj

R
(x0)−

kxi,xj

k
(x0)

)

1≤i,j≤N

の固有値で、M =
(N−2)2σ2

NR(x0)

4p
R
RN Up−1|∇U |2dy

> 0 である。さらに ~ai は固有値 µi−1 に属する

A(x0) の固有ベクトルで、i 6= j のとき、~ai と ~aj は RN で直交する。

行列 A は Hess log F とは異なるが、x0 が log F の最小点であることを用いてA(x0) は
非負値行列であることがわかる。このことから、次の系が得られる。これは [5] の主結果
の別証明を与える。

系 ([5]) N ≥ 6 とする。爆発点 x0 において行列 A(x) が非退化ならば、最小エネルギー
解 uε も十分小さい ε > 0 に対して非退化である。つまり uε の回りでの線形化作用素は
0 を固有値に持たない。

定理 3 (i = N + 2 の固有値と固有関数の漸近挙動)

N ≥ 6 とする。このとき bN+2 6= 0 が存在して

ṽN+2,ε(y) → bN+2
1− |y|2

(1 + |y|2)N
2

in C2
loc(RN),

‖uε‖2 (λN+2,ε − 1) = 2(N − 2)M + o(1), as ε → 0.

証明は主に [3] の方法に従うが、係数関数の影響を見るためにはより詳しい評価が必要
となる。そのために [5] での計算手法を用いる。

証明中において、次の事実が鍵となる。

定理 (Bianchi-Egnell [1]) 固有値問題
{

−∆V = λ (c0pU
p−1) Vi in RN ,∫

RN |∇V |2dy < ∞, ‖V ‖∞ = 1

は、多重度有限な可算個の固有値 {λi} を持ち、それらを多重度もこめて並べると
λ1 = 1 < λ2 = λ3 = · · · = λN+1 = λN+2 = p < λN+3 ≤ · · · ,

となる。対応する 1次独立な固有関数は (L∞ ノルムを正規化する定数倍を除いて）

V1 = U,

Vi =
∂U

∂yi−1

, i = 2, · · · , N + 1

VN+2 = y · ∇U +
2

p− 1
U

にとれる。
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