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本講演では，以下の準線形楕円型方程式 (E)p の非自明な弱解の存在について報

告する．

(E)p

{
−∆pu = aup−1

+ − bup−1
− + f(x, u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

ここで, Ωは RN の境界がなめらかな有界領域で, 1 < p < ∞, ∆pu := div (|∇u|p−2∇u),

u± = max{±u, 0} である．
定義 u ∈ W 1,p

0 (Ω) が

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕdx =

∫

Ω

{
aup−1

+ − bup−1
− + f(x, u)

}
ϕdx for ∀ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω).

を満たすとき, u は方程式 (E)p の解であるという.

本講演では, 非線形項 f として f ∈ C(Ω × R,R) with f(x, 0) = 0 for every

x ∈ Ω かつ

f(x, t) = o(|t|p−1) as |t| → ∞ uniformly in x ∈ Ω, (1)

を満たすものを考える. 簡単な例として

f(x, u) = αuq−1
+ − βuq−1

− , 1 < q < p, α, β > 0

などが挙げられる.

1. p-Laplacian の固有値について

定義 方程式 {
−∆pu = λ|u|p−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

が非自明解をもつとき, λ ∈ Rは p-Laplacianの固有値であるといい, λ ∈ σ(−∆p)

と表す.

Remark 1.

• 第一個有値 λ1 > 0 は孤立していて simple であり, 以下で与えられる:

λ1 = inf
06=u∈W 1,p

0 (Ω)

∫
Ω
|∇u|p dx∫

Ω
|u|p dx

.

• 第一固有値 λ1 に対応する正値固有関数ϕ1 ∈ W 1,p
0 (Ω)∩C1(Ω) が存在する.
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• p = 2 または N = 1 以外では p-Laplacian の固有値は完全にはわかってい

ない.

N = 1 のとき Ω = (0, T ) のとき

σ(−∆p) = {λn}n, λn = npλ1, λ1 =

(
2

∫ (p−1)1/p

0

ds

(1− sp/(p− 1))1/p

)p

/T p

であることが知られている.

一般の場合について p-Laplacianの固有値については, Ljusternik–Schnirelman

type や Yang index, cohomology index (cf. [13], [15]) を用いて定義された固有値

の列が存在することが知られているが, 本講演では Drábek–Robinson ([5]) によ

り以下のように定義された p-Laplacian の固有値を用いる.

Fm :=
{
h ∈ C(Sm−1,M) ; h is odd

}
(m ∈ N),

λm := inf
h∈Fm

max
u∈h(Sm−1)

∫

Ω

|∇u|p dx, (2)

ここで Sm−1 は Rm の単位球面.

Remark 2.

• (2) で定義された λ1 (resp. λ2) は p-Laplacian の第一 (resp. 第二) 固有値

と一致する.

• 各 λm は p-Laplacian の固有値で, 単調増加かつ λm → ∞ as m → ∞ を満
たす.

2. Fuč́ık スペクトルについて

p = 2の Laplacianの場合に Dancer([2])や Fuč́ık ([6])により Fuč́ık spectrum

が考えられてきたが, 最近になって Cuesta–de Figueiredo–Gossez ([1]) により一

般の p > 1 に対しても p-Laplacian の Fuč́ık spectrum が定義され, 研究され始

めた.

定義 以下の方程式

{
−∆pu = aup−1

+ − bup−1
− in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

が非自明解を持つとき, (a, b) ∈ R2 は p-Laplacian の Fuč́ık スペクトであるとい

い, 以下では Fuč́ık スペクトル全体を Σp で表す.
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Remark 3.

• (a, a) ∈ Σp ⇐⇒ a が p-Laplacian の固有値

• p-Laplacianの第一固有値 λ1 に対応する正値固有関数ϕ1 ∈ W 1,p
0 (Ω)∩C1(Ω)

が存在するので

{λ1} × R, R× {λ1} ⊂ Σp

であることがわかる.

3. First nontrivial curve について

Cuesta–Figueiredo–Gossez ([1]) により, 以下のようにFirst nontrivial curve の

存在が示されている: パラメータ s ≥ 0 に対して

Js(u) :=

∫

Ω

|∇u|p dx− s

∫

Ω

up
+ dx for u ∈ M,

M :=

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) ;

∫

Ω

|u|p dx = 1

}

Σ := {γ ∈ C([0, 1],M) ; γ(0) = ϕ1, γ(1) = −ϕ1 }
c(s) := inf

γ∈Σ
max
t∈[0,1]

Js(γ(t)). (3)

と定義する, ここで, ϕ1 は第一固有値 λ1 に対応する正値固有関数で
∫

Ω
ϕp

1 dx = 1

を満たすものとする.

Remark 4.

• 各 c(s) は Js の臨界値である. 従って (c(s) + s, c(s)) ∈ Σp.

• c : [0,∞) → R+ は Lipschitz 連続で c(s) は狭義単調減少, c(s) + s は狭義単

調増加であり以下を満たす. ここで λ2 は第二固有値である.

c(0) = λ2, c(s) > λ1 for all s ≥ 0, c(s) → λ1 as s → +∞

このとき,

C = { (s + c(s), c(s)) : s ≥ 0 } ∪ { (c(s), s + c(s)) : s ≥ 0 }

で定義された Σp に含まれる曲線を first nontrivial curve と呼ぶ.

3



4. Σp に含まれるその他の曲線について

N = 1 のとき P. Drábek([4]) により N = 1 の場合には完全に Σp が次のよ

うに与えられている.

Ω = (0, π) とする. k ∈ N に対して

C2k =

{
(a, b) ∈ R2 :

(
λ1

a

)1/p

+

(
λ1

b

)1/p

=
1

k

}

C +
2k+1 =

{
(a, b) ∈ R2 :

(
λ1

a

)1/p

+

(
λ1

b

)1/p

=
1

k
− 1

k

(
λ1

a

)1/p
}

C −
2k+1 =

{
(a, b) ∈ R2 :

(
λ1

a

)1/p

+

(
λ1

b

)1/p

=
1

k
− 1

k

(
λ1

b

)1/p
}

と定義すると

Σp = ∪∞k=1

(
C2k ∪ C +

2k+1 ∪ C −
2k+1

) ∪ {trivial lines}

で与えられる.

p = 2 のときは, M. Schechter([16]), 一般の場合には K. Perera([14]) や A. M.

Micheletti–A. Pistoia([8]) などが扱っている.

5. 原点と無限遠方でともに asymmetric な非線形項をもつ方程式の非自明解の

存在について

方程式

(E2)p

{
−∆pu = g(x, u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

ここでは, 非線形項 g は

g(x, u) =

{
a0u

p−1
+ − b0u

p−1
− + o(|u|p−1) at 0,

aup−1
+ − bup−1

− + o(|u|p−1) at ∞

であるようなものを考える. このとき (a0, b0) 6∈ Σp かつ (a, b) 6∈ Σp であるとき

には (a0, b0) と (a, b) の a-b 平面上での位置関係によって, 方程式 (E2)p は複数個

の非自明解を持つことが知られている. (cf. [3], [7], [9])

6. 非線形項 f に対する仮定と存在結果

(f0) f ∈ C(Ω × R,R) with f(x, 0) = 0 for every x ∈ Ω, f(x, t)t > 0 for every

t 6= 0, x ∈ Ω かつ

f(x, t) = o(|t|p−1) as |t| → ∞ uniformly in x ∈ Ω,
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(f1) ∃δ > 0, ∃C0 > 0 and ∃q ∈ (1, p) s.t.

∫ t

0

f(x, s) ds =: F (x, t) ≥ C0|t|q for |t| ≤ δ, x ∈ Ω.

(f2)

pF (x, t)− f(x, t)t → +∞ as |t| → ∞ uniformly in x ∈ Ω

定理１ ([10]) 条件 (f0), (f1), (f2) を仮定する. このとき (a, b) ∈ (−∞, λ1)×
{λ1}∪{λ1}× (−∞, λ1) ならば, 方程式 (E)p は少なくとも二つの非自明解を持つ.

定理 2 ([11]) 条件 (f0), (f1), (f2) を仮定する. このとき (a, b) ∈ [λ1, +∞)×
{λ1}∪ {λ1}× [λ1, +∞) ならば, 方程式 (E)p は少なくとも一つの非自明解を持つ.

7. a と b が十分近いときの存在結果について

各 m ∈ N ∪ {0} に対して

Qm := {(a, b) ∈ R2 ; a, b ∈ [λm, λm+1) } λ0 = −∞

と定義する. ここで λm は (2) で定義された p-Laplacian の固有値である. この

とき, 以下の結果が得られる.

定理 3 ([11], [12]) (f0), (f1) を仮定する. 以下の (i) または (ii) が成り立つと

き, 方程式 (E)p は少なくとも一つの非自明解を持つ.

(i) ∃m ∈ N ∪ {0} : (a, b) ∈ Qm ∩ (R2 \ Σp)

(ii) ∃m ∈ N ∪ {0} : (a, b) ∈ Qm かつ (f2) を満たす .

定理 3 から次の系が得られる.

系 非線形項 f は (f0), (f1), (f2) を満たすとする. a = b ならば, 方程式 (E)p

は少なくとも一つの非自明解を持つ.

8. 証明の概略について

証明は W 1,p
0 (Ω) 上で定義された以下の C1 級汎関数

I(a,b)(u) =

∫

Ω

|∇u|p dx− a

∫

Ω

up
+ dx− b

∫

Ω

up
− dx− p

∫

Ω

F (x, u) dx

が非自明な臨界点を持つことを示すことによって行われる.

ここで,問題点の一つは, (a, b) ∈ Σp の場合には,一般には I(a,b) はPalais–Smale

条件を満たさないことにある. そこで, 非線形項 f に条件 (f2) を課すことによっ

て, Palais–Smale 条件よりも弱い条件である Cerami 条件を用いて, この問題点

を解決する.
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定義 Banach 空間 X 上で定義された C1 級汎関数 Φ が

Φ(un) → c, (1 + ‖un‖X)‖Φ′(un)‖X∗ → 0 (n →∞)

を満たす任意の {un}n ⊂ X が収束部分列を持つとき, Φ は c ∈ R で Cerami 条

件を満たすという. とくに, Φ が任意の c ∈ R に対して Cerami 条件を満たすと

き, 単に Φ は Cerami 条件を満たすという.

Remark 5. Banach X 上で定義された C1 級汎関数 Φ が Cerami 条件を満た

すとき (Palais–Smale 条件のときと同様に) Φ は deformation property をもつ.

すなわち, c ∈ R が Φ の正則値ならば, ある ε0 > 0 が存在して, 任意の ε ∈ (0, ε0]

に対して以下の条件をみたす (deformation) η ∈ C([0, 1]×X, X) が存在する:

(i) η(0, u) = u for all u ∈ X

(ii) Φ(u) 6∈ (c− 2ε, c + 2ε) =⇒ η(t, u) = u for all t ∈ [0, 1]

(iii) 任意の u ∈ X に対して Φ(η(t, u)) は単調減少

(iv) Φ(u) ≤ c + ε =⇒ Φ(η(1, u)) ≤ c− ε
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