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本講演は，北直泰氏（宮崎大学）との共同研究 [5]に基づく．空間 1次
元に於ける非線型シュレディンガー方程式の初期値問題

i∂tu+
1

2
∂2

xu = f(u), (t, x) ∈ (0,∞) × R, (1)

u(0, x) = u0(x), x ∈ R (2)

の解の長時間挙動を考える．∂t = ∂/∂t, ∂x = ∂/∂xで，u = u(t, x)は複
素数値の未知関数，u0 = u0(x)は与えられた複素数値の初期データであ
る．f(u)は非線型項で，

f(u) = λ|u|p−1u

とする．ここで，pは 1 < p ≤ 3を満たす定数，λ = λ1 + iλ2 ∈ Cは

λ2 ≡ Imλ < 0 (3)

を満たす複素定数である．
一般に，非線型シュレディンガー方程式に於いて，空間次元を nとす

ると，非線型項 |u|p−1uは，p > 1+2/nならば時刻無限大で非線型項の影
響は無視可能（短距離型相互作用）で，適当な非自明な自由解に近づく
非線型方程式の解が存在する事が知られている．一方，1 < p ≤ 1 + 2/n

ならばその寄与は無視不可能（長距離型相互作用）である事が知られて
いて，非自明な自由解に近づく非線型方程式の解は存在しない事が知ら
れている．ここで，自由解とは，自由シュレディンガー方程式

i∂tw +
1

2
Δw = 0, (t, x) ∈ R × R

n (4)
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の解である．本研究では，n = 1, p ≤ 3の場合を考えるので，非線型項
f(u)は長距離型相互作用である．方程式 (1) の解は t→ ∞の時に自由解
の様に振舞う事は期待出来ない．
複素係数 λが条件 (3) を満たす時，方程式 (1) と条件 (3) より，(1) の

非自明な解 uに対して ‖u(t)‖L2が tに関して減少する事が簡単に示され，
非線型項 λ|u|p−1uが消散性を持つ事が分かる．実際，uを方程式 (1) の
非自明な解とすると，方程式 (1) と条件 (3) より，

d

dt
‖u(t)‖2

L2 =2 Re〈∂tu(t), u(t)〉
=2(Imλ)〈|u(t)|p−1u(t), u(t)〉
=2(Imλ)‖u(t)‖p+1

Lp+1 < 0

であり，‖u(t)‖L2が減少する．（ここで，〈·, ·〉はL2に於ける内積である．）
一方，λが実数の時は，‖u(t)‖L2は保存され減少しない．従って，条件 (3)

の下では，λが実数の場合と比べて，非線型項 λ|u|p−1uは (1) の解を減
衰させる効果がある様に推測出来る．
以上より，方程式 (1)は解を減衰させる効果のある非線型項を持ち，時

刻無限大での挙動にその寄与が現れると考えられる．長距離型の非線型
消散項が解の長時間挙動に与える影響を調べる．本講演では，非線型項
の消散性が比較的大きい場合に，初期データ u0の大きさを制限せずに，
(1)–(2) の解 uに対して，t→ ∞の時の ‖u(t)‖L∞の時間減衰と u(t)の漸
近形について考える．
長距離型非線型相互作用を伴うシュレディンガー方程式の初期値問題

の解の長時間挙動に関する同趣旨の研究は，これまでに，多次元の場合
も含めて，小さい初期データについて研究される事が多かった．（例えば，
非線型項に消散性が無い場合は [1], [2]，非線型項に消散性がある場合は
[3], [4], [8]を参照．）
実数 tに対して，U(t) = eitΔ/2とする．初期条件w(0, x) = ψ(x)を満た

す自由シュレディンガー方程式 (4) の解は，w(t, x) = (U(t)ψ)(x)で与え
られる．空間 n次元に於ける自由解の評価について次が知られている:

‖U(t)ψ‖L2(�n) = ‖ψ‖L2(�n), (t ∈ R),

‖U(t)ψ‖L∞(�n) ≤ C|t|−n/2‖ψ‖L1(�n), (t 
= 0). (5)

Fψや ψ̂は ψの空間変数に関するフーリエ変換を表し，

Σ = {ψ ∈ H1 : xψ ∈ L2}, J = J(t) ≡ x+ it∂x
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とする．
本研究の主結果は，以下の通りである ([5])．

定理 1. 1 < p ≤ 3とする．λ = λ1 + iλ2は，λ2 = Imλ < 0である複素数
とし，更に，

p− 1

2
√
p
|λ1| ≤ |λ2| (6)

を満たすとする．u0 ∈ Σとする．この時，初期値問題 (1)–(2) の解 uで
以下を満たすものが唯一つ存在する:

u ∈ C([0,∞);H1), Ju ∈ C([0,∞);L2),

‖u(t)‖H1 + ‖Ju(t)‖L2 ≤ ‖u0‖Σ, (t ≥ 0).

更に，5+
√

33
4

< p ≤ 3ならば，次の時間減衰評価が成り立つ:

‖u(t)‖L∞ ≤
{
C{(2 + t) log(2 + t)}−1/2, p = 3の時,

C(1 + t)−1/(p−1), 5+
√

33
4

< p < 3の時.
(7)

注意 1. 5+
√

33
4

< p ≤ 3の時，(5)（但し，n = 1）と (7) により，(1) の解
uは自由解より速く時間減衰する事が分かる．

定理 2. 定理 1の仮定が満たされているとし，uは定理 1で得られた (1)–

(2) の解とする．更に，21+
√

177
12

< p ≤ 3とする．この時，以下を満たす
複素数値関数 φ ∈ L2 ∩ F−1L∞と実数値関数 η ∈ L∞が存在する．
或る T̃ ≥ 1に対して

1 + (p− 1)|λ2||φ̂(ξ)|p−1

∫ t

1

τ−(p−1)/2 dτ + η(ξ) ≥ 1

2
, (∀t ≥ T̃ , ξ ∈ R)

であり，t→ ∞の時，以下の漸近公式が成り立つ:∥∥∥∥u(t, ·) − 1

(it)1/2
φ̂

(x
t

)
ei|x|2/2te−iλA(t,x/t)

∥∥∥∥
L∞

=

{
o((t log t)−1/2), p = 3の時,

o(t−1/(p−1)), p < 3の時,

∥∥u(t) − e−iλA(t,−i∂x)U(t)φ
∥∥

L2 =

{
o((log t)−1/2), p = 3の時,

o(t−( 1
p−1

− 1
2
)), p < 3の時.
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ここで，t ≥ T̃ と ξ ∈ Rに対して，

A(t, ξ) =
1

(p− 1)|λ2| log

(
1 + (p− 1)|λ2||φ̂(ξ)|p−1

∫ t

1

τ−(p−1)/2 dτ + η(ξ)

)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1

2|λ2| log(1 + 2|λ2||φ̂(ξ)|2 log t+ η(ξ)), p = 3の時,

1

(p− 1)|λ2| log

(
1 +

2(p− 1)|λ2|
3 − p

|φ̂(ξ)|p−1(t
3−p
2 − 1) + η(ξ)

)
,

21+
√

177
12

< p < 3の時

である．
更に，次が成り立つ:

lim
t→∞

‖u(t)‖L2 = 0.

注意 2. 定理 2の漸近公式で現れる修正因子 e−iλAは，Aの定義より，次
の様に表される．

• p = 3の時:

e−iλA(t,ξ) =
exp

{
− iλ1

2|λ2| log(1 + 2|λ2||φ̂(ξ)|2 log t+ η(ξ))
}

(
1 + 2|λ2||φ̂(ξ)|2 log t+ η(ξ)

)1/2

• p < 3の時:

e−iλA(t,ξ) =
exp

{
− iλ1

(p−1)|λ2| log
(
1 + 2(p−1)|λ2|

3−p
|φ̂(ξ)|p−1(t(3−p)/2 − 1) + η(ξ)

)}
(
1 + 2(p−1)|λ2|

3−p
|φ̂(ξ)|p−1(t(3−p)/2 − 1) + η(ξ)

)1/(p−1)
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