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1 Gierer-Meinhardt系について

1972年に GiererとMeinhardtが提唱した活性因子と抑制因子に関する反応拡散方程式系である [1]．
∂A
∂t = ε2∆A − A + Ap

Hq(1+kAp) , A > 0, in Ω × (0,∞),

τ ∂H
∂t = D∆H − H + Ar

Hs , H > 0, in Ω × (0,∞),
∂A
∂ν = ∂H

∂ν = 0 on ∂Ω × (0,∞).
(GM)

ここで，未知関数は A = A(x, t), H = H(x, t)であり，それぞれ活性因子と抑制因子の場所 x，時刻 tでの

濃度を表わしている．Ωは RN における滑らかな境界をもつ有界領域とする．∆は通常の N次元ラプラシア

ン，ν は点 x ∈ ∂Ωにおける外向き単位法線．εと Dは正定数で，それぞれ活性因子と抑制因子の拡散係数を

表わす．τ, k ≥ 0は定数．指数 p > 1, q > 0, r > 0, s ≥ 0は，(GM)が正の定数解を持つための条件として，

0 <
p − 1

q
<

r

s + 1
(1.1)

を仮定する．

方程式 (GM)は Turingの提唱した拡散誘導不安定化を内在している．つまり，εが十分小さく，D が十分

大きい状況下では，空間的に一様な解（定数解）が不安定化し，それに替わって空間的に非一様な解が安定化

しうる方程式である．空間的に非一様な解は多様に考えられるが（stripe pattern, transition layer, etc.），今

回我々が注目するのはある有限個の点にのみに値が集中しているようなタイプの定常解である．そのような解

のことをピーク定常解と呼ぶ．特にピークの個数が複数存在する場合には多重ピーク定常解と呼ぶ．以下に多

重ピーク定常解についての研究を紹介する．

(a) 1986, I. Takagi, N = 1, k = 0の場合に多重内部ピーク定常解を構成 [6]．

(b) 1995, W.-M. Ni, I. Takagi, 多次元の軸対称な領域に対し，k = 0の場合に多重境界ピーク定常解を構

成 [5]．

(c) 1999, J. Wei, M. Winter, N = 2, k = 0の場合に多重内部ピーク定常解を構成 [7]([8],[9]も参照)．

(d) 2008, K. Kurata, K. Morimoto, 多次元の軸対称な領域に対し，k > 0, (p, q, r, s) = (2, 1, 2, 0)の場合

に多重境界ピーク定常解を構成 [2]．

上の (b)と (d)結果は，軸対称な領域に対し，対称軸と領域の境界との交点から任意に選んだ点にピークを

持つ定常解を構成している．しかし，数値シュミレーション等の結果から，もっと多様な位置にピークを持つ

定常解の存在が示唆されている．今回，回転不変な多次元領域において，一般の指数 (p, q, r, s)かつ k > 0の

場合に多重境界ピーク定常解の存在を数学的に証明できた事を報告する．

2 主結果

便宜上，いくつかの用語を定義する．

(1) (r, θ1, · · · , θN−1) を RN における極座標とする．r ≥ 0, θ1, · · · , θN−2 ∈ [0, π], θN−1 ∈ [0, 2π). ある
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ϕ ∈ (0, π]に対し，関数 u，領域 Ωが “Rϕ-symmetric”であるとは，次の回転変換に対して不変であるときを

いう:
Rϕ[u](r, θ1, · · · , θj , · · · , θN−1) := u(r, θ1, · · · , θj , · · · , θN−1 − ϕ) for a function u,

Rϕ(r, θ1, · · · , θj , · · · , θN−1) := (r, θ1, · · · , θj , · · · , θN−1 + ϕ) for a point .

(2) ある j = 1, · · · , N に対して，関数 u，領域 Ωが “Pj-symmetric”であるとは，超平面 {xj = 0}に対する
反転変換（yj = −xj）に関して不変なときをいう．

次に，いくつかの仮定をする．

(A.1) Ωは RN (N ≥ 2)における滑らかな有界領域で，各 j = 1, · · · , N − 1に対して Pj-symmetricかつ，

2π/ϕ ∈ Zを満たすある ϕ ∈ (0, π]に対してRϕ-symmetricとする．

例えば，二次元領域の場合，正三角形や正六角形などの正多角形の境界を適当に滑らかにすれば，上の仮定

を満たす．三次元の場合は立方体や正八面体などを適当に滑らかにすればよい．N 次元球は常に仮定を満た

す．また，これらの領域に適当に穴を開けた領域も仮定を満たすように出来る．

(A.2) N = 2の場合は 1 < p < ∞，N ≥ 3の場合は 1 < p < (N + 2)(N − 2)とする．

(A.3) k ≥ 0は εによるものとして，ある k0 ∈ [0,∞)に対して次を満たすとする：

lim
ε→0

ε−Nkγ = k0. (2.1)

ここで，

γ :=
qr − (s + 1)(p − 1)

pq

とおいた．(1.1)より γ > 0である事に注意．この仮定 (A.3)は弱サチュレーション効果と呼ばれ，εが小さ

い時，それに伴って k も小さくなるような状況を仮定している．

主結果を述べるために，shadow系と呼ばれる方程式を導入する．(GM)の第二式の両辺をDで割り，形式

的にD → ∞とすると，∆H = 0となり，ノイマン境界条件を満たす調和関数は定数に限るので，D → ∞と
した極限状態ではH(x, t) = ξ(t)とみなされ，次の shadow系と呼ばれる A(x, t)と ξ(t)についての方程式を

得る： 
∂A
∂t = ε2∆A − A + Ap

ξq(1+kAp) , A > 0, in Ω × (0,∞),

τ ∂ξ
∂t = 1

|Ω|
∫
Ω
(−ξ + Ar

ξs ), ξ > 0, in (0,∞),
∂A
∂ν = 0 on ∂Ω × (0,∞).

(SE)

・ピーク点の候補　 xN -軸と ∂Ωとの交点から，任意に n個の点 {P1, · · · , Pn}を選ぶ．また，各 l = 1, · · · , n,

i = 0, 1, 2, · · · に対し，
(Rϕ)iPl = Rϕ · · ·Rϕ︸ ︷︷ ︸

i

Pl

もまた，∂Ω上の点である事に注意する．このように {P1, · · · , Pn}を何度か ϕ-回転して得られる点の集合を

Λとおく．
Λ := {P ∈ ∂Ω : P = (Rϕ)iPl, l = 1, · · · , n, i = 0, 1, 2, · · · }. (2.2)

それらの点の個数をm = #Λとおく．Λの各点にピークを持つ定常解を構成する．
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Theorem 2.1. (A.1)-(A.3)を仮定する．各 k0 ∈ [0,∞)に対し, εが十分小さければ (SE)は次を満たす定

常解 (Aε(x), ξε)を持つ：

Aε(x)は各 j = 1, · · · , N − 1に対して Pj-symmetricであり，Rϕ-symmetricである．さらに次を満たす：

Aε(x) ≤ Cξq/(p−1) exp
{
− c

ε
dist(x,Λ)

}
, x ∈ Ω,

(c′ε−N )1/γ′
≤ ξε ≤ (C ′ε−N )1/γ′

,
(2.3)

ただし，C, c, C ′, c′ は εや xによらない正定数であり，

γ′ :=
qr

p − 1
− (s + 1) > 0.

さらに必要なら部分列 {εi} (εi → 0 as i → ∞)をとれば，次の漸近挙動を持つ：各 P ∈ Λに対し，

Aεi(x) = ξq/(p−1)
εi

{
wδ∗(

1
εi

Ψ(x; P )) + o(1)
}

, x ∈ Φ(Bκ; P ) ∩ Ω, (2.4)

as i → ∞.

ξεi = |Ω|1/γ′
(
εN

i

(m

2

∫
RN

wr
δ∗(y)dy + o(1)

))−1/γ′

, (2.5)

as i → ∞. ここで，(2.4)の中の o(1)は xに関して一様であり，wδ は次の方程式の一意解である：{
∆w − w + wp

1+δwp = 0, w > 0 in RN ,

maxw = w(0), w(y) → 0 as |y| → ∞.
(2.6)

δ∗ ≥ 0は k0 から決まる次を満たす数である：

δγ
∗

( m

2|Ω|

∫
RN

wr
δ∗(y)dy

)
= k0. (2.7)

注意　 (1) 方程式 (2.6)は，ある δ∗ > 0が存在し，各 δ ∈ [0, δ∗)に対して一意かつ非退化な radial解をも

つ事が分かっている ([3]を参照)．また，gδ(t) := −t + tp

1+δtp とおいたとき，δ∗ は次で与えられる：

δ∗ = sup{δ > 0 : there exists a > 0 such that
∫ a

0

gδ(t)dt = 0}. (2.8)

(2) k0 が十分小さい時には，部分列 εi を取らずに (2.4)と (2.5)が成り立つようにできる．

(3) Φ(·; P )は，各 P ∈ Λに対し定義されている微分同相写像であり，原点中心で半径 κのボール Bκ を，点

P ∈ ∂Ωの近傍へと写し，P = Φ(0; P )を満たし，{yN = 0} ∩ Bκ を点 P の近傍の ∂Ωへと写す．Ψ(·; P )は

逆写像 Φ−1(·;P )である．詳しい定義は [5, 2, 4]などを参照されたい．

Theorem 2.1により得られた shadow系の解の近くに，Gierer-Meinhardt系の定常解を構成でき，次の定

理を得る．

Theorem 2.2. k0 は十分小さいとする．Theorem 2.1で得られた (SE)の定常解 (Aε(x), ξε)に対して，定

数 Dε > 0が存在し，D > Dε ならば (GM)は次を満たす定常解 (Aε(x; D),Hε(x;D))を持つ：

(Aε(x; D),Hε(x; D))は各 j = 1, · · · , N − 1に対して Pj-symmetricであり，Rϕ-symmetricである．さら

に次を満たす：
sup
x∈Ω

|Aε(x; D) − Aε(x)|, sup
x∈Ω

|Hε(x; D) − ξε| → 0, (D → ∞). (2.9)
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3 解の構成の流れ

1 ≤ t ≤ ∞に対し，関数空間を次のように定義する．

Xt := {u ∈ Lt(Ω) : u is Pj-symmetric for j = 1, · · · , N − 1 and is Rϕ-symmetric },

X2,t := W 2,t(Ω) ∩ Xt, W 2,t
ν := {u ∈ W 2,t(Ω) :

∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω},

X2,t
ν := W 2.t

ν ∩ Xt,

補助的に関数 u(x)を導入し，A(x) = ξq/(p−1)u(x)とおくと (SE)の定常問題は次のようになる：
ε2∆u − u + up

1+kξpq/(p−1)up = 0 in Ω,

ξγ′
= |Ω|

R

Ω ur(x)dx
,

∂u
∂ν = 0 on ∂Ω.

(3.1)

δ = kξpq/(p−1) とおけば，(3.1)の第一式は次の問題に帰着される：次を満たす (u, δ)を見つけよ：
ε2∆u − u + fδ(u) = 0 in Ω,

δγ
∫
Ω

ur(x)dx = kγ |Ω|,
∂u
∂ν = 0 on ∂Ω,

(3.2)

ここで，fδ(u) := up

1+δup とおいた．もし (3.2)を満たす (u, δ)が見つかれば，(3.1)の第二式により ξ が定ま

り，さらに A(x) = ξq/(p−1)u(x)で A(x)を定めれば (SE)の定常解が得られることになる．そのためにまず，

次のスカラー方程式を各 δ ∈ [0, δ∗)に対し考える：{
ε2∆u − u + fδ(u) = 0 in Ω,
∂u
∂ν = 0 on ∂Ω.

(3.3)

χ ∈ C∞
0 (R)を，「0 ≤ χ ≤ 1, χ(t) = 1 for |t| ≤ 1, χ(t) = 0 for |t| ≥ 2」なる関数とする．近似関数 Uε,δ を次

で定める：

Uε,δ(x) =
∑
P∈Λ

χ(
1
κ
|Ψ(x; P )|)wδ(

1
ε
Ψ(x; P )), (3.4)

ここで，wδ は (2.6)の一意解である．この関数を近似関数として，

u(x) = Uε,δ(x) + εφ(x) (3.5)

の形の (3.3)の解を探す．その際に重要となるのは wδ の非退化性である．その非退化性を用いると，次の key

となる Lemmaを示すことができる．

Lemma 3.1. N < t < ∞とする.

(a) 各 δ ∈ [0, δ∗)に対し, ε1 > 0が存在し，0 < ε < ε1 のとき，Lε,δ := ε2∆ − 1 + f ′
δ(Uε,δ) on Lt(Ω) with

Dom(Lε,δ) = W 2,t
ν (Ω)は，Xt に制限すれば有界な逆 Kε,δ : Xt → X2,t

ν を持つ．さらに

‖Kε,δf‖W 2,t(Ω) ≤ C1‖f‖Lt(Ω), f ∈ Xt, (3.6)

が成り立つ．ここで C1 > 0は εによらない定数である．

(b) δ1 ∈ (0, δ∗) をひとつ固定すれば，ε1 は δ ∈ [0, δ1] に関して一様に取れる．さらに C1 は ε ∈ (0, ε1) と

δ ∈ [0, δ1]に関して一様にとれる．
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以後，δ1 ∈ [0, δ∗) をひとつ固定して考える．この Lemma を用いることで，十分小さな ε に対して (3.5)

が実際に (3.3)の解となるような φ = φε,δ を見つけることが出来る．もう少し詳しく言うと，φ = φε,δ をあ

る写像の不動点として，縮小写像の原理を用いて見つけることができるのだ．さらに，supx∈Ω |φε,δ(x)| < C

(C > 0は εや δ ∈ [0, δ1]によらない定数)を満たし，φε,δ は空間 C(Ω)の中で δ ∈ [0, δ1]に関して連続であ

ることも分かる．このようにして，(3.3)の解を uδ(x; ε) := Uε,δ(x) + φε,δ(x)の形で求めることが出来る．ま

た，次の性質を示せる．
0 < uδ(x; ε) ≤ C exp

{
− c

ε
dist(x, Λ)

}
, x ∈ Ω． (3.7)

ここで，C, c > 0は xや εによらず，δ ∈ [0, δ1]に関して一様な定数である．

次に，十分小さな εに対し，δ ∈ [0, δ1]を動かして，(3.2)の第二式を満たすような δ = δε を見つける．つ

まり，ちょうど

δγ
ε

∫
Ω

ur
δε

(x; ε)dx = kγ |Ω| (3.8)

を満たす δε ∈ [0, δ1]を見つけたい．そこで，各 δ ∈ [0, δ1]に対して，
∫
Ω

ur
δ(x; ε)dxの ε → 0とした時の漸近

挙動を調べると ∫
Ω

ur
δ(x; ε)dx = εN m

2

∫
RN

wr
δ(y)dy + o(εN ), (3.9)

ということが分かる．o(εN )は δ ∈ [0, δ1]に関して一様である．ここで，次の Lemmaを用意する．

Lemma 3.2. 方程式 −t + fδ∗(t) = 0, t ∈ R,の正の根を t = a, b (a < b)とおく．wδ → b in C2
loc(RN )が

成り立つ．

この Lemmaにより，
∫

RN wr
δ(y)dy は δ ↗ δ∗ とした時に無限大に発散することになる．この性質と，漸近

挙動 (3.9)，及び仮定 (A.3)を組み合わせることで，あらかじめ δ1 を十分 δ∗ の近くに取っておけば，(3.8)を

満たす δ = δε ∈ [0, δ1]を中間値の定理により見つけることができる．その際に，uδ(x; ε)の δ に関する連続

性が必要である事に注意する．また，δε ∈ [0, δ1]は必ずしも一意的ではない事に注意する．[0, δ1]のコンパク

ト性から，必要なら部分列 {εi}をとれば，ある δ∗ ∈ [0, δ1]に対して δεi
→ δ∗ (i → ∞)となり，この δ∗ が

(2.7)を満たす事は容易に分かる．

このようにして，Theorem 2.1は示される．次に，Theorem 2.2の証明の方法を述べる．次の Lemmaが

重要である．

Lemma 3.3.
Lε,δ := ε2∆ − 1 + f ′

δ(uδ(x; ε)) (3.10)

とおく．そのとき，ある定数 ε2 > 0 が存在し，ε ∈ (0, ε2) と δ ∈ [0, δ1] に対して，Lε,δ on Lt(Ω) with

Dom(Lε,δ) = X2,t
ν , N < t < ∞, は有界な逆 Kε,δ : Xt → X2,t

ν を持つ. さらに各 t ∈ (N,∞)に対して，εや

δ ∈ [0, δ1]によらない定数 C∗ > 0が存在して，次が成り立つ：

‖Kε,δg‖W 2,t(Ω) ≤ C∗‖g‖Lt(Ω), g ∈ Xt. (3.11)

この Lemmaを用いることで，陰関数定理により D が十分大きい時，Theorem 2.1で得られた shadow系

の解 (Aε, ξε)の近くに Gierer-Meinhardt系 (GM)の解 (Aε(x; D),Hε(x; D))の存在を示すことができる．
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4 まとめ

今回，ある回転に対して不変な領域に対して多重境界ピーク定常解の構成を行ったが，その際に重要なこと

は Lemmas 3.1, 3.3のような線形化作用素の可逆性である．領域が今回のように適当な対称性を持てば，関数

空間を適当に設定し，線形化作用素の定義域をそこに制限することで可逆性を示すことができる．しかし，一

般の領域の場合にこのような事を示すことは難しい．
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