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1. 分散型方程式に対する平滑化評価式

この講演は，Michael Ruzhansky 氏（Imperial College London）との共同研究に基
づくものである．
次の方程式を考える：{

(i∂t + a(Dx))u(t, x) = 0

u(0, x) = φ(x) ∈ L2(Rn)

ここで a(ξ) ∈ C∞(Rn) は「主部」 am(ξ) と「低階」とからなる：

am(ξ) ∈ C∞(Rn \ 0)，real-valued, am(λξ) = λmam(ξ)　 (λ > 0, ξ ̸= 0)

|∂α(a(ξ) − am(ξ))| ≤ C⟨ξ⟩m−1−|α| (|ξ| ≥ 1)

さらに，次の意味で分散型であるとする：

∇am(ξ) ̸= 0 (ξ ̸= 0), ∇a(ξ) ̸= 0 (ξ ∈ Rn)

このとき，以下の平滑化評価式が知られている．

Theorem 1. m > 0 および s > 1/2 に対して∥∥⟨x⟩−s|Dx|(m−1)/2eita(Dx)φ(x)
∥∥

L2(Rt×Rn
x)

≤ C∥φ∥L2(Rn
x).

2. 非分散型方程式に対する不変評価式

方程式 {
(i∂t − a(Dx))u(t, x) = 0

u(0, x) = φ(x) ∈ L2(Rn)

が仮定 ∇a(ξ) ̸= 0 (ξ ∈ Rn) を満たさない場合には，定理１のような平滑化評価式は
期待できない（Hoshiro 2003）. しかしながら，このような状況は物理的にも自然に
あわられる：

• Coupled system of Schrödinger 方程式（モードが２つある波束のモデル）：{
i∂tv = ∆xv + b(Dx)w,

i∂tw = ∆xw + c(Dx)v

このシステムが対角化可能であるとして，その固有値

a(ξ) = −|ξ|2 ±
√
b(ξ)c(ξ)
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に対する単独の方程式とみなす時，b(ξ) や c(ξ) のとり方によっては ∇a(ξ) = 0 とな
る点 ξ が存在する可能性がある．例えば

a(ξ) = −|ξ|2 +
√

16(|ξ|2 + 1)

ならば

∇a(ξ) = −2ξ + 4
ξ√

|ξ|2 + 1

= 0 (|ξ| = 0,
√

3)

そこで，非分散型方程式の場合にも成立すると予想される平滑化評価式を提唱したい：∥∥⟨x⟩−s|∇a(Dx)|1/2eita(Dx)φ(x)
∥∥

L2(Rt×Rn
x)

≤ C∥φ∥L2(Rn
x) (s > 1/2)

この評価式は後で説明する正準変換に対して不変であるため，不変評価式と呼ぶこと
にする．これは，分散型方程式の場合に成立する平滑化評価式（定理１）に対応する．

3. 主結果

不変評価式は，実際かなり多くの場合に成立する．例えば，

a(ξ) = (|ξ|2 − 1)2

は ∇a(ξ) = 4(|ξ|2 − 1)ξ 故，|ξ| = 0, 1 の時に ∇(ξ) = 0 となり分散型ではない．しか
るに a(ξ) の球対称性から，次の定理により不変評価式が成立する：

Theorem 2. n ≥ 1 とする. a(ξ) = f(|ξ|), ただし f ∈ Cω(R+) は real-valued とす
る．このとき不変評価式が成立する．

また，a(ξ) が球対称でも分散型でもない場合，斉次であれば不変評価式が成立す
ることがある．例えば，

a(ξ) =
ξ2
1ξ

2
2

ξ2
1 + ξ2

2

+ ξ2
3 + · · · + ξ2

n (ξ ̸= 0)

は ξ1ξ2 = 0 かつ ξ3 = · · · ξn = 0 のときに ∇a(ξ) = 0 となるが，そこにおいて
rank∇2a(ξ) = n− 1 であるので，次の定理により不変評価式が成立する:

Theorem 3. n ≥ 2 とする. また，a ∈ C∞(Rn \ 0) は real-valued で

a(λξ) = λ2a(ξ) (λ > 0, ξ ̸= 0)

とする．さらに
∇a(ξ) = 0 ⇒ rank∇2a(ξ) = n− 1

であるものとする．このとき不変評価式が成立する．

さらに a(ξ) が斉次でない場合でも，am(ξ) をその主部として次を仮定すればよい：

(L′) |∇a(ξ)| ≥ C⟨ξ⟩m−1 (|ξ| >> 1),

|∂α(a(ξ) − am(ξ))| ≤ C⟨ξ⟩m−1−|α| (|ξ| >> 1)

Theorem 4. n ≥ 1, m ≥ 1 とする．a ∈ C∞(Rn) は real-valued で (L′) をみたすと
する. また，∇a(ξ) = 0 となる点 ξ は有限個で，

∇a(ξ) = 0 ⇒ det∇2a(ξ) ̸= 0

とする．このとき不変評価式が成立する．
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4. 比較原理

これらの結果を示すための強力な手段として，以下の比較原理が用いられる：

Theorem 5 (１次元の比較原理). f, g ∈ C1(R) は real-valued でかつ strictly mono-
tone とする．このとき，もし σ, τ ∈ C0(R) が

|σ(ξ)|
|f ′(ξ)|1/2

≤ A
|τ(ξ)|

|g′(ξ)|1/2

をみたすならば，

∥σ(Dx)e
itf(Dx)φ(x)∥L2(Rt) ≤ A∥τ(Dx)e

itg(Dx)φ(x)∥L2(Rt)

がすべての x ∈ R に対して成立する. 従って特に，任意の関数 w(x) に対して

Theorem 6 (２次元の比較原理). f, g ∈ C1(R2) は real-valued で，η ∈ R を固定す
るごとに f(ξ, η)，g(ξ, η) は ξ ∈ R に関して strictly monotone とする．このとき，も
し σ, τ ∈ C0(R2) が

|σ(ξ, η)|
|∂f/∂ξ(ξ, η)|1/2

≤ A
|τ(ξ, η)|

|∂g/∂ξ(ξ, η)|1/2

をみたすならば，∥∥σ(Dx, Dy)e
itf(Dx,Dy)φ(x, y)

∥∥
L2(Rt×Ry)

≤ A∥τ(Dx, Dy)e
itg(Dx,Dy)φ(x, y)∥L2(Rt×Ry)

がすべての x ∈ R に対して成立する.

Theorem 7 (球対称の場合の比較原理). f, g ∈ C1(R+) は real-valued でかつ strictly
monotone であるのもとする．このとき，もし σ, τ ∈ C0(R+) が

|σ(ρ)|
|f ′(ρ)|1/2

≤ A
|τ(ρ)|

|g′(ρ)|1/2

をみたすならば，

∥σ(|Dx|)eitf(|Dx|)φ(x)∥L2(Rt) ≤ A∥τ(|Dx|)eitg(|Dx|)φ(x)∥L2(Rt)

がすべての x ∈ Rn に対して成立する.

5. 正準変換

証明のもうひとつの基本的道具として，１次斉次な座標変換 ψ : Rn \ 0 → Rn \ 0
に対し正準変換

Iu(x) = F−1[(Fu)(ψ(ξ))](x)

を定義する．このとき，一般に関係式

(σ ◦ ψ)(Dx) · I = I · σ(Dx),

が成立する．これにより，a(Dx)（= (σ ◦ ψ)(Dx)）を σ(Dx) に変換してから議論す
ることが可能となる．重みつき空間 L2

k(Rn) および L̇2
k(Rn) を，ノルム

∥f∥L2
k(Rn) =

(∫ ∣∣⟨x⟩kf(x)
∣∣2 dx)1/2

, ∥f∥L̇2
k(Rn) =

(∫ ∣∣|x|kf(x)
∣∣2 dx)1/2

により定義するとき，次の有界性が成立する：

Theorem 8. I および I−1 は |k| < n/2 に対して L2
k(Rn)，L̇2

k(Rn)-有界である．
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