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§1. 平均曲率流とリッチ流

この節において、平均曲率流およびリッチ流の定義を述べ、それらの短時間における存在性

と一意性について説明する。はじめに、ベクトルバンドルの切断に関する発展方程式の解の短

時間における存在性と一意性に関する R. S. Hamiltonの定理を紹介する。V をコンパクト多

様体M 上の (C∞)ベクトルバンドル，Γ(V )を V の (C∞)切断の全体，E(: Γ(V ) → Γ(V ))
を階数 2の非線形微分作用素，DEf (: Γ(V ) → Γ(V ))を E の f(∈ Γ(V ))における線形化とす
る。以下、f̃ は、M × [0, T )から V へのC∞写像で各 t(∈ [0, T ))に対し ft(⇔

def
ft(·) := f̃(·, t))

が V の切断になるようなものとする。

定理 1([Ha]).

E が次の 3条件を満たす写像 L : Γ(V ) × Γ(V ) → Γ(W )を許すとする：
• L : 各成分に関して高々1階の微分作用素
• L ◦ (idΓ(V ) × E) ◦ △Γ(V ) : 高々1階の微分作用素
• ∀ f ∈ Γ(V ),

σ(DEf )|N(σ(L))×N(σ(L))の各固有値の実部は正(
W : あるベクトルバンドル, △Γ(V )(: Γ(V ) → Γ(V ) × Γ(V )) :対角写像,

idΓ(V ) : Γ(V )の恒等変換, σ(·) : (·)の表象, N(σ(L)) : σ(L)の nullity space

)

このとき、各 f ∈ Γ(V )に対し、発展方程式
∂f̃

∂t
= E(ft) の解 f̃ で初期条件 f̃(·, 0) = f を満

たすようなものが短時間において一意的に存在する。

f をコンパクト多様体M からリーマン多様体 (N, g̃)への (C∞)はめ込みとし、f̃ : M ×
[0, T ) → N を、各 t(∈ [0, T )) に対し ft : M → N (⇔

def
ft(x) := f̃(x, t)) がはめ込みになり、

f0 = f となるような C∞ 写像とする。gt を g̃から ft によって誘導される計量とし、Ht を等

長はめ込み ft : (Mt, gt) ↪→ (N, g̃)の平均曲率ベクトルとする。

定義 f̃ が発展方程式

f̃∗((
∂

∂t
)(x,t)) = (Ht)x ((x, t) ∈ M × [0, T )) · · · (MCF)

を満たすとき、f̃ (あるいは、ft (0 ≤ t < T ))を、f を初期データにもつ平均曲率流とよぶ。こ

こで、f̃∗ は、f̃ の微分を表す。
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Mの各点 pに対し、pの十分小さな近傍U上で ftは、自明なベクトルバンドルU×Rm (m :=
dim N)の切断とみなすことができ、定理 1の 3つの条件を満たすような写像 Lを許すような

U × Rm のある 2階の非線形微分作用素 E に対し、E(ft|U ) = Ht|U が成り立つ。それゆえ、
定理 1を用いて、f |U を初期データにもつ平均曲率流 fU

t が短時間で一意的に存在することが

示される。fU
t らを張り合わせて f を初期データにもつ平均曲率流 ftが構成され、その結果、

f を初期データにもつ平均曲率流が短時間で一意的に存在することが示される。

注意 (i) (N, g̃) = (Rm+1, g̃0) (ユークリッド空間) のとき、(MCF) は次のように書き換えら
れる:

∂f̃

∂t
= △tft

ここで、△t は f∗
t g̃0 に関するラプラシアンを表す。

(ii) ft (0 ≤ t < T )が埋め込みであるとき、ft(M)をMt と表し、Mt (0 ≤ t < T )をM0 を

初期データにもつ平均曲率流とよぶ。

ft(M)’s (id × ft)(M)’s

M × Rm

Rm

f̃∗( ∂
∂t ) = (Ht)x

図 1

次に、リッチ流の定義を述べることにする。g をコンパクト多様体 M のリーマン計量と

し、G : M × [0, T ) → T ∗M ⊗ T ∗M (T = ∞ の可能性あり) を各 t ∈ [0, T ) に対し、
gt : M → T ∗M ⊗ T ∗M (⇔

def
gt(x) := G(x, t) (x ∈ M)) が M のリーマン計量になり、g0 = g

となるような C∞ 写像とし、Rict を gt のリッチテンソルとする。

定義 Gが発展方程式

G∗((
∂

∂t
)(x,t)) = −2(Rict)x ((x, t) ∈ M × [0, T )) · · · (RF)

を満たすとき、G(あるいは、gt (0 ≤ t < T ))を、gを初期データにもつリッチ流とよぶ。
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T ∗M ⊗ T ∗M

gt’s

0-section

(Rict)x

G∗(( ∂
∂t )(t,x))

T ∗
x M ⊗ T ∗

x M

図 2

定理 1の 3条件を満たすような写像 Lを許すような T ∗M ⊗ T ∗M のある 2階の非線形微分
作用素 Eに対し、E(gt) = −2Rictが成り立つ。それゆえ、定理 1を用いて、各リーマン計量
gに対して、それを初期データにもつリッチ流が短時間で一意的に存在することが示される。

§2. 概知の事実および今回得た結果

Liu-Terng([LT])はユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体を初期データにもつ平
均曲率流に関して次の事実を得た。

事実 1([LT]) M をユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体とするとき、次の事実が

成り立つ。

(i) M を初期データにもつ平均曲率流Mt は有限時間でそのあるフォーカル部分多様体 F

に崩壊し、もしM から F への fibrationが spherical であるならば、平均曲率流Mtは type I
singularityをもつ。

(ii) M の任意のフォーカル部分多様体 F に対し、M の平行部分多様体M ′ でM ′ を初期

データにもつ平均曲率流M ′
t が有限時間で F に崩壊するようなものが存在する。

また、Liu-Terng([LT])は次の事実を得た。

事実 2([LT]) M をユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体とし、C̃(⊂ T⊥
x0

M)をM

の点 x0におけるWeyl群の x0を含む基本領域とし、C := exp⊥(C̃)(:= x0 + C̃)とする。ここ
で、exp⊥はM の法指数写像を表す。σを ∂C(これは単体複体)の 1次元以上の単体とすると
き、次の事実が成り立つ。

(i)
◦
σ を通る (M の)任意のフォーカル部分多様体 F を初期データにもつ平均曲率流 Ft は

∂σを通る (M の)あるフォーカル部分多様体 F ′ に有限時間 (これを T と表す)で崩壊し、も
し F から F ′への fibrationが spherical であるならば、平均曲率流 Ftは type I singularityを
もつ。
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(ii) ∂σを通る (M の)任意のフォーカル部分多様体 F に対し、
◦
σを通る (M の)フォーカル

部分多様体 F ′ で F ′ を初期データにもつ平均曲率流 F ′
t が有限時間で F に崩壊するようなも

のが存在する。

事実 1,2の (i)によれば、ユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体は、平均曲率流
に沿う崩壊を有限回繰り返した後、1点に崩壊することがわかる。

Mt −→
(t→T1)

F 1

F 1
t −→

(t→T2)
F 2

. . .

F k−1
t −→

(t→Tk)
{pt.}

(one point set)(
F 1 : M のフォーカル部分多様体

F i : F i−1のフォーカル部分多様体 (i = 2, · · · , k − 1)

)

C

σ

l

M

F

in fact l σ

F

F̂

exp⊥(T⊥
x0

M)

exp⊥(T⊥
x0

M)

M

F

C
σ

図 3

1995年、Terng-Thorbergsson([TT])は、ユークリッド空間内のコンパクト等径部分多様体，
球面内の等径超曲面および双曲空間内のコンパクト等径超曲面の一般概念として、対称空間

内で等焦部分多様体という概念を定義した。今回、コンパクト型対称空間内の等焦部分多様体

を初期データにもつ平均曲率流に関して、上述の事実 1および 2に類似した次の結果を得た。
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定理A([K]) M をコンパクト型対称空間G/K 内の等焦部分多様体とするとき、次の事実が

成り立つ。

(i) もしM が極小でないならば、M を初期データにもつ平均曲率流Mt は有限時間でその

あるフォーカル部分多様体 F に崩壊する。さらに、もしM が既約でその余次元が 2以上であ
り、M から F への fibrationが spherical であるならば、平均曲率流Mtは type I singularity
をもつ。

(ii) M の任意のフォーカル部分多様体 F に対し、M の平行部分多様体M ′ でM ′ を初期

データにもつ平均曲率流M ′
t が有限時間で F に崩壊するようなものが存在する。

定理B([K]) M をコンパクト型対称空間G/K 内の等焦部分多様体とし、C̃(⊂ T⊥
x0

M)をM

の点 x0におけるCoxeter群の x0を含む基本領域とし、C := exp⊥(C̃)とする。ここで、exp⊥

はM の法指数写像を表す。σを ∂C(これは stratified space)の 1次元以上の stratum とする。
このとき、次の事実が成り立つ。

(i)
◦
σを通る (M の)極小でないフォーカル部分多様体 F を初期データにもつ平均曲率流 Ft

は ∂σを通る (M の) あるフォーカル部分多様体 F ′に有限時間 (これを T と表す)で崩壊する。
さらに、もしM が既約でその余次元が 2以上であり、F から F ′ への fibrationが spherical
であるならば、平均曲率流 Ft は type I singularityをもつ。

(ii) ∂σを通る (M の)任意のフォーカル部分多様体 F に対し、
◦
σを通る (M の)フォーカル

部分多様体 F ′ で F ′ を初期データにもつ平均曲率流 F ′
t が有限時間で F に収束するようなも

のが存在する。

定理 A,Bの (i)によれば、コンパクト型対称空間 G/K 内の極小でない等焦部分多様体M

は、平均曲率流に沿う崩壊を有限回繰り返した後、M の極小な等焦部分多様体に崩壊するこ

とがわかる。ここで、∂C の 0次元 stratumを通るフォーカル部分多様体は、reflective(それ
ゆえ、極小)であることを注意しておく。

Mt −→
(t→T1)

F 1

(non−min.)

F 1
t −→

(t→T2)
F 2

(non−min.)

. . .

F k−1
t −→

(t→Tk)
F k

(min.)(
F 1 : M のフォーカル部分多様体

F i : F i−1のフォーカル部分多様体 (i = 2, · · · , k)

)
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図 4

注意 コンパクト型対称空間内の等焦部分多様体M の各平行部分多様体 (これらも等焦部分多
様体である)はCと１点で交わる。M の平行部分多様体で極小なものはただ１つ存在すること

が示される。また、M の各フォーカル部分多様体は ∂C と１点で交わる。∂C の各 stratum σ

に対し、
◦
σ を通る M のフォーカル部分多様体で極小なものはただ１つ存在することが示さ

れる。
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