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1. 問題設定と主結果

次の非線形放物型偏微分方程式系を考える：

∂u

∂t
= ∆u − χ∇ · (u∇v) + f(u) in Ω × (0,∞),

τ
∂v

∂t
= ∆v − v + g(u) in Ω × (0,∞),

∂u

∂n
=

∂v

∂n
= 0 on ∂Ω × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) in Ω.

(E)

ここで Ω ⊂ R2 は有界領域で，その境界 ∂Ω は滑らかとし，∂/∂n で ∂Ω の外向き法線方向の微分を表す。
係数 χ と τ は正の定数とする。関数 f(u) と g(u) は滑らかで，µ > 0, α ≥ 1, β > 0 をある定数として，
次の条件を満たすものとする：{

f(0) ≥ 0, u ≥ 0 のとき f(u) ≤ 1 − µuα

u ≥ 0 のとき 0 ≤ g(u) ≤ (u + 1)β かつ 0 ≤ g′(u) ≤ β(u + 1)β−1.
(1)

方程式 (E) は，f(u) = 0かつ g(u)が線形の場合，Keller-Segel系 [2] と一致し，Keller-Segel系について
は，‖u0‖L1あるいはχが大きいとき有限時刻で解が爆発することがよく知られている。一方，f(u) = u(1−u)
かつ g(u)が線形の場合，つまり (1)で α = 2かつ β = 1の場合は，[3]によって，‖u0‖L1 および χが大き
くても解が時間大域的に存在することが示されている。このことにより，g(u)が線形の場合，0 ≤ α < 2 の
範囲に爆発と大域存在の臨界指数があることが予想される。
これまで，2次減衰より弱い場合について，しかも放物・楕円系 ((E)で τ = 0のとき)に限って，α > 3/2

かつ µ が大きいときに，ある種の弱解の時間大域存在と有界性が示されているのみである [4]。
本研究の目的は，非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω) × H2

N (Ω) に対して，放物・放物系 (E) が有界な
一意解を関数空間{

0 ≤ u ∈ C1((0,∞);L2(Ω)) ∩ C([0,∞);L2(Ω)) ∩ C((0,∞);H2
N (Ω)),

0 ≤ v ∈ C1((0,∞);H2
N (Ω)) ∩ C([0,∞);H2

N (Ω)) ∩ C((0,∞);H4
N2(Ω))

(2)

にもつような α と β の関係を明らかにすることである。
主結果は以下の通り。
(A) (α, β)が 

α =
3
2
かつ 0 < β ≤ 1

2
,

3
2

< α < 2 かつ 0 < β < α − 1,

2 ≤ α かつ 0 < β ≤ α

2
,

(3)

のいずれかを満たすとき，非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω)×H2
N (Ω) に対して，(E)の (2)に属

する解 (u, v)は一意に存在し，さらに ψ(·) を適当な増加関数として，

‖u(t)‖L2 + ‖v(t)‖H2 ≤ ψ(‖u0‖L2 + ‖v0‖H2), t ≥ 0 (4)

を満たす。（定理 1,2,3）
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図 1. 方程式 (E)の大域解の存在範囲

(B) (α, β)が
3
2

< α < 2 かつ β = α − 1

を満たすとき，µ が十分大きく，非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω)×H2
N (Ω) のノルム ‖u0‖L1 +

‖v0‖2
H1 が十分小さければ，(E)の (2)に属する解は一意に存在し，さらに適当な増加関数 ψ(·) に

よって (4)を満たす。（定理 4）
次節で主結果の証明を，3節に力学系に関する注意を述べる。
主結果に現れた (α, β)の範囲を図示すると図 1のようになる。ここで，灰色で示した開領域と一点鎖線

と黒丸が (A)の，破線が (B)の範囲である。これより，減衰の次数 αが小さくなく，かつ分泌の次数 β よ
り大きい場合にのみ，大域解を構成できることが分かる。ちなみに，β = 0としたとき，上の条件 (1)を満
たす g(u)は定数関数しか許されないが，α > 1の場合（図 1の白丸から右の二点鎖線部）には非負の一意
解の時間大域的存在が示されるが，ここでは割愛する。

2. 主結果の証明

2.1. 方針と基本評価. 証明は，時間局所解の構成，解のアプリオリ評価，時間大域存在の 3段階からなる。
非負値解の時間局所的存在は，[3]や [5, Chap. 12]と同様に示すことができる。実際，非負の初期関数

(u0, v0) ∈ L2(Ω) × H2
N (Ω) に対して，(E) は関数空間{

0 ≤ u ∈ C((0, T ]; H2
N (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C1((0, T ];L2(Ω)),

0 ≤ v ∈ C((0, T ]; H4
N2(Ω)) ∩ C([0, T ];H2

N (Ω)) ∩ C1((0, T ];H2
N (Ω)),

(5)

に属する一意局所解 (u, v) を有する。ここで T > 0 はノルム ‖u0‖L2 + ‖v0‖H2 にのみ依存する。
解の時間大域存在は，アプリオリ評価を用いて解を延長することによって示されるので，証明の本質的

な部分は局所解のアプリオリ評価ということになる。まず基本的な 2つの評価を示す。

命題 1. [1, Prop.1] (u, v)を (E)の局所解とするとき，C1 をある定数として，∫
Ω

u dx ≤ e−t

∫
Ω

u0 dx + C1|Ω|(1 − e−t) (6)

が成立する。

証明。(E)の第 1式を Ω上で積分すると，

d

dt

∫
Ω

u dx =
∫

Ω

f(u) dx ≤
∫

Ω

(1 − µuα)dx ≤
∫

Ω

(C1 − u)dx. (7)

これに Gronwallの不等式を用いて，命題の証明が終わる。 ¤

補題 1. [1, Lem.2] (u, v)を (E)の局所解とすると，任意の定数 ω > 0に対して，

Iα
ω (u) ≡ ω

∫ t

0

e−ω(t−s)

∫
Ω

uαdxds ≤ ω

µ

∫
Ω

u0 dx +
C1ω + 1

µ
|Ω| (8)

が成立する。

証明。(7)と部分積分によって示すことができる。 ¤
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命題 2. [1, Prop.2] (u, v)を (E)の局所解とし，

0 < β ≤ α

2
. (9)

を仮定すると，
‖v‖2

H1 ≤ e−t/τ‖v0‖2
H1 + C (‖u0‖L1 + 1) (10)

が成立する。

証明。(E)の第 2式に −∆v + vを掛けて Ω上で積分すると，

τ

2
d

dt

∫
Ω

(v2 + |∇v|2)dx ≤ −1
2

∫
Ω

v2dx − 2
∫

Ω

|∇v|2dx − 1
2

∫
Ω

|∆v|2dx +
∫

Ω

(u + 1)2βdx. (11)

ここで α ≥ 2β より，C2 をある定数として，

(u + 1)2β ≤ C2(uα + 1) (12)

よって， ∫
Ω

(v2 + |∇v|2)dx ≤ e−t/τ

∫
Ω

(v2
0 + |∇v0|2)dx + 2C2

(
Iα
1/τ (u) + |Ω|

)
.

これと補題 1より，命題が証明される。 ¤

より高次のアプリオリ評価には，Lp空間やソボレフ空間に関する補間定理や埋め込み定理，線形作用素
A0 = −∆ + 1の分数べきの定義域に関する評価などが駆使される。これら関数解析に関する事項について
は [1, 3, 5, 6]等を参照してほしい。
非負の w ∈ L2(Ω) に対して

N1
log(w) = ‖(w + 1) log(w + 1)‖L1 =

∫
Ω

(w + 1) log(w + 1)dx

を定義する。0 ≤ w ∈ H1(Ω) のとき，N1
log(w) は任意の η > 0 と適当な増加関数 ψ(·) を用いて

‖w‖3
L3 ≤ η‖w‖2

H1N1
log(w) + ψ(η−1)‖w‖L1 (13)

と評価される。詳細は [3, Lemma 4.3] と [7, p.1199] を参照のこと。
高次のアプリオリ評価の中で中心的な役割を担う，走化性項と増殖項のエネルギーバランスに関する評

価を列挙する。

補題 2. [1, Lem.1] 0 ≤ u ∈ H1(Ω) と v ∈ H3
N (Ω) に対して，走化性項のエネルギーは増殖項のエネルギー

によって次のように評価される。

(i) α ≥ 2 のとき，∫
Ω

log(u + 1) {−∇ · (u∇v) − uα} dx ≤
∫

Ω

u|∆v|dx −
∫

Ω

uα log(u + 1)dx

≤ η‖∆v‖2
L2 −

1
2

∫
Ω

uα log(u + 1)dx + Cη. (14)

(ii) α ≥ 3/2 のとき，∫
Ω

log(u + 1) {−∇ · (u∇v) − uα} dx ≤
∫

Ω

u|∆v|dx −
∫

Ω

uα log(u + 1)dx

≤ η‖∇∆v‖2
L2 −

1
2

∫
Ω

uα log(u + 1)dx + ψ
(
‖v‖H1 + η−1

)
. (15)

(iii) α > 3/2 かつ 1 < θ < 2(α − 1) のとき，∫
Ω

uθ−1 {−∇ · (u∇v) − uα} dx ≤
∫

Ω

uθ|∆v|dx −
∫

Ω

uα+θ−1dx

≤ η‖∇∆v‖2
L2 −

1
2

∫
Ω

uα+θ−1dx + ψ
(
‖v‖H1 + θ + η−1

)
. (16)
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(iv) α > 1 のとき，∫
Ω

u {−∇ · (u∇v) − uα} dx ≤
∫

Ω

u2|∆v|dx −
∫

Ω

uα+1dx

≤ η
(
‖∇u‖2

L2 + ‖∇∆v‖2
L2

)
− 1

2

∫
Ω

uα+1dx + ψ
(
N1

log(u) + ‖v‖H1 + η−1
)
. (17)

ここで η は任意の正数である。

証明。詳細は論文 [1]を参照のこと。ここでは (17)の証明だけを示す。α > 1 とする。[3, p.135]の手法と
同様にして，不等式 (13)と埋め込み

‖∆w‖L3 ≤ C‖∆w‖H1/3 ≤ C‖w‖H7/3 ≤ C‖w‖1/3
H1 ‖w‖2/3

H3 for w ∈ H3(Ω). (18)

から，∫
Ω

u {−∇ · (u∇v)} dx = −
∫

Ω

u2

2
∆vdx ≤

∫
Ω

u2

2
|∆v|dx ≤ 1

2
‖u‖2

L3‖∆v‖L3

≤ C
{
η‖u‖2

H1N1
log(u) + ψ(η−1)‖u‖L1

}2/3 ‖v‖1/3
H1 ‖v‖2/3

H3

≤ η
(
‖u‖2

H1 + ‖v‖2
H3

)
+ ψ

(
N1

log(u) + ‖v‖H1 + η−1
)
.

よって，−∆に関する評価

‖w‖H3 ≤ C {‖∇∆w‖L2 + ‖w‖H1} for w ∈ H3(Ω), (19)

を用いて，∫
Ω

u {−∇ · (u∇v) − uα} dx ≤ η
(
‖∇u‖L2 + ‖∇∆v‖2

L2

)
+ ψ

(
N1

log(u) + ‖v‖H1 + η−1
)

+
∫

Ω

(
ηu2 − uα+1

)
dx,

より (17)が示された。 ¤

以下，C は方程式のパラメータのみによってその都度決められる正の定数，ψ(·)は方程式のパラメータ
のみによってその都度決められる増加関数を表すものとする。

2.2. 2次の減衰の場合. 主結果 (A)を α = 2, α < 2, α > 2の 3つに分けて証明する。
α = 2かつ β = 1の場合は [3]ですでに示されているので，それを 0 < β < 1の場合に拡張する。

定理 1. [1, Thm.2] 上の仮定の下で，
α = 2, 0 < β ≤ 1

とする。このとき，非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω) × H2
N (Ω) に対して，(E)の (2)に属する解は一意

に存在し，さらに適当な増加関数 ψ(·) によって (4)を満たす。

証明。命題 1,2に加えて，以下の命題が示される。

命題 3. [1, Prop.6] (u, v)を (E)の局所解とし，

α ≥ 2 かつ 0 < β ≤ α

2
(20)

を仮定すると，
N1

log(u) + ‖∇v‖2
L2 ≤ Ce−2t/τ

(
N1

log(u0) + ‖∇v0‖2
L2

)
+ C (21)

が成立する。

証明には (14)を利用する。 ¤

命題 4. [1, Prop.5] (u, v)を (E)の局所解とし，
3
2
≤ α ≤ 2 かつ 0 < β < α − 1 (22)

または (α, β) = (3/2, 1/2)または (α, β) = (2, 1)を仮定すると，ある定数 δ > 0を用いて，

‖u‖2
L2 + ‖∆v‖2

L2 ≤ Ce−δt
(
‖u0‖2

L2 + ‖∆v0‖2
L2

)
+ ψ

(
N1

log(u0) + ‖v0‖H1

)
(23)

が成立する。
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証明には (17)を利用する。 ¤

これらによって，定理 1が証明される。 ¤

2.3. 2次未満の減衰の場合. ここで示す α < 2の場合が，本研究の主題である。

定理 2. [1, Thm.1] 上の仮定の下で，

3
2
≤ α < 2, 0 < β < α − 1

または (α, β) = (3/2, 1/2) とする。このとき，非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω)×H2
N (Ω) に対して，(E)

の (2)に属する解は一意に存在し，さらに適当な増加関数 ψ(·) によって (4)を満たす。

証明。命題 1,2を用いて，次の命題を得る。

命題 5. [1, Prop.3] (u, v)を (E)の局所解とし，

α ≥ 3
2
かつ 0 < β ≤ 1

2
. (24)

を仮定すると，

N1
log(u) + ‖∆v‖2

L2 ≤ Ce−2t/τ
(
N1

log(u0) + ‖∆v0‖2
L2

)
+ ψ (‖v0‖H1 + ‖u0‖L1) (25)

が成立する。

証明には (15)を利用する。 ¤

命題 6. [1, Prop.4] (u, v)を (E)の局所解とし，

α >
3
2
かつ 0 < β ≤ α

2
かつ β < α − 1 (26)

を仮定すると，1 < θ < 2(α − 1)かつ θ ≥ 2β であるような θによって，

‖u‖θ
Lθ + ‖∆v‖2

L2 ≤ Cθe
−2t/τ

(
‖u0 + 1‖θ

Lθ + ‖∆v0‖2
L2

)
+ ψ (‖u0‖L1 + ‖v0‖H1 + θ) (27)

が成立する。

証明には (16)を利用する。 ¤
3
2 ≤ α < 2かつ 0 < β ≤ 1

2 の場合は命題 5により N1
log(u)の評価を， 3

2 < α < 2かつ 1
2 < β < α − 1 の

場合は命題 6より

N1
log(u) ≤ Cθ‖u‖θ

Lθ ≤ Cθe
−2t/τ

(
‖u0 + 1‖θ

Lθ + ‖∆v0‖2
L2

)
+ ψ (‖u0‖L1 + ‖v0‖H1 + θ) (28)

を得る。これらと命題 4によって，定理 2の証明が完了する。 ¤

2.4. 2次を超える減衰の場合. α > 2の場合は，減衰が強いので，大域解の構成が容易になる。

定理 3. [1, Thm.2] 上の仮定の下で，

α > 2, 0 < β ≤ α

2
とする。このとき，非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω) × H2

N (Ω) に対して，(E)の (2)に属する解は一意
に存在し，さらに適当な増加関数 ψ(·) によって (4)を満たす。

証明。命題 1,2に加えて，命題 6で θ = 2ととることによって示される。 ¤

2.5. 2次未満の減衰で臨界分泌の場合. ここでは主結果 (B)の証明を述べる。

定理 4. [1, Thm.3] 上の仮定の下で，

3
2

< α < 2, β = α − 1

とする。このとき，ある定数 µ0 > 0 が存在し，µ > µ0 であれば，λ > 0 を µ に依存して決まる定数とし
て，‖u0‖L1 + ‖v0‖2

H1 ≤ λ を満たす非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω) × H2
N (Ω) に対して，(E)の (2)に

属する解は一意に存在し，さらに適当な増加関数 ψ(·) によって (4)を満たす。

証明。命題 1,2と合わせて，以下の命題が成立する。
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命題 7. [1, Prop.8] (u, v)を (E)の局所解とし，
3
2

< α < 2 かつ β = α − 1 (29)

を仮定する。このとき，ある定数 µ0 > 0 と，µ > µ0 によって決まる定数 λ = λ(µ) > 0 があって，
‖u0‖L1 + ‖v0‖2

H1 ≤ λ を満たす非負値の初期関数 (u0, v0) ∈ L2(Ω) × H2
N (Ω) に対して，

‖u‖2(α−1)

L2(α−1) + ‖∆v‖2
L2 ≤ Ce−2t/τ

(
‖u0 + 1‖2(α−1)

L2(α−1) + ‖∆v0‖2
L2

)
+ C, (30)

が成立する。

証明には (16)を応用する。 ¤
この命題によって N1

log(u)の評価も示される。あとは次の命題によって ‖u‖2
L2 の評価を示せばよい。

命題 8. [1, Prop.9] (u, v)を (E)の局所解とし，
3
2

< α < 2 かつ β = α − 1 (31)

を仮定する。このとき，δ > 0をある定数として，命題 7と同様の (u0, v0)に対して，

‖u‖2
L2 ≤ e−δt‖u0‖2

L2 + ψ
(
N1

log(u0) + ‖v0‖H2

)
(32)

が成立する。

証明には，命題 4と同様にして，(17)を利用する。 ¤
これにより定理 4が証明される。 ¤

3. 力学系とアトラクタの構成について

方程式 (E)が生成する無限次元非線形力学系とそのアトラクタに関する注意を述べる。
これまでに示した通り，αと β が

α =
3
2
かつ 0 < β ≤ 1

2
,

3
2

< α < 2 かつ 0 < β < α − 1,

2 ≤ α かつ 0 < β ≤ α

2
,

(3)

のいずれかを満たすとき（図 1の灰色の領域と実線の部分），(E)は基礎空間，相空間ともにL2(Ω)×H2
N (Ω)

とする非線形力学系を生成することが分かる（初期関数に関する解の連続性を明示する必要があるが）。
論文 [3]では，α = 2, β = 1の場合に，グローバルアトラクタと指数アトラクタが存在することが示さ

れているので，これ以外の場合でもこれらアトラクタの存在が期待される。しかし，グローバルアトラク
タや指数アトラクタの存在を示すためには，コンパクトな吸収集合を構成する必要があり（[5, 6]などを参
照），そのためには，ここで示したアプリオリ評価をより詳細に検討して，コンパクト吸収集合の大きさに
関する評価を得る必要がある。これについては目下計算中である。
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