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この講演は Massimo Grossi氏（ローマ大学 “La Sapienza”校）との共同研究に基づく。
変分構造を持つ半線形楕円型方程式の境界値問題のうち、『臨界型』と呼ばれる範疇に
属するあるタイプの問題に対しては、方程式に含まれるパラメーターが変化するのに応じ
て、領域上の複数点で爆発または凝集現象を起こす非コンパクトな解の族が存在すること
が知られている。本講演では、このような特異的な漸近挙動を示す解の族のことを『多重
バブル解』の族と呼ぶ。この講演の目的は、方程式の設定された領域が、幾何学的・位相
的にもっとも単純と考えられる凸領域の場合に、そのような多重バブル解の族が存在しな
いことを示すことである。
以下に典型的な結果を挙げる。

定理 1 Ω ⊂ R2 を滑らかな有界凸領域とし、{uλ}λ>0 を

(Eλ)

{
−∆u = λeu in Ω,

u = 0 on ∂Ω

の解の族で ‖uλ‖L∞(Ω) → +∞ (λ → 0) をみたすものとする。このとき、領域内の１点
a ∈ Ω が存在して

lim
λ→0

λ

∫

Ω

euλdx = 8π, lim
λ→0

uλ = 8πG(·, a) in C2
loc(Ω \ {a})

が成り立つ。

定理 2 Ω ⊂ R2 を滑らかな有界凸領域とし、{up} を

(Ep)

{
−∆u = (u+)p in Ω,

u = 0 on ∂Ω

の解の族で、条件 p
∫

Ω
(u+)p+1dx = O(1) (p →∞) をみたすものとする。このとき、領域

内の１点 a ∈ Ω が存在して

lim
p→∞

p

∫

Ω

(u+)pdx = 8π
√

e, lim
p→∞

pup = 8π
√

eG(·, a) in C2
loc(Ω \ {a})

が成り立つ。

定理 3 Ω ⊂ RN , N ≥ 4 を滑らかな有界凸領域とする。このとき

(Pε)





−∆u = u
N+2
N−2

−ε in Ω,

u > 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω
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の任意の解の族 {uε}ε>0 に対して、領域内の１点 a ∈ Ω が存在して

|∇uε|2dx ⇀ SN/2δa, u
2N

N−2
ε ⇀ SN/2δa

が成り立つ。ここに S = infu∈H1
0 (Ω),u6=0 ‖u‖2

H1
0 (Ω)

‖u‖−2

L
2N

N−2 (Ω)
は Sobolev 不等式の最良定数

である。
以上の定理 1-3 において、a ∈ Ω は Robin 関数 R の一意最小点である。

既存の多重バブル解の爆発解析において、もし考える方程式に領域の複数点で爆発・凝
集現象を起こす多重バブル解が存在するとき、その多重爆発点の位置は、ある種の「バラ
ンス条件」をみたさなければならないことが明らかにされている。
以上の非存在定理は、次の主定理と凸領域上での Robin 関数の狭義凸性 ([1], [2]) を組
み合わせることで、多重バブル解が存在するための必要条件である「バランス条件」が、
凸領域上では成り立たないことを示すことによって証明される。

主定理 l ≥ 2 を整数とし、Ωl = Ω × · · · × Ω(l 重直積）, ∆ = {(ξ1, · · · , ξl) ∈ Ωl|ξi =

ξj for some i 6= j} とおく。定数 A,B > 0 と 正ベクトル Λ = (Λ1, · · · , Λl),（つまり
Λi > 0, ∀i) に対して、関数 FΛ : Ωl \∆ → R を

FΛ(ξ1, · · · , ξl) = A

l∑
i=1

(R(ξi) + K(ξi)) Λ2
i −B

∑
i6=j

1≤i,j≤l

G(ξi, ξj)ΛiΛj

で定義する。ここに K ∈ C2(Ω) は R + K が Ω で凸関数となるものとする。
さらに Ω は凸領域であるとする。このとき

1

2
A (∇R(ai) +∇K(ai)) Λ2

i −B

l∑

j=1,j 6=i

∇xG(ai, aj)ΛiΛj = ~0 (i = 1, 2, · · · , l)

をみたすような (a1, · · · , al) ∈ Ωl \∆ （Ωl \∆ における FΛ の臨界点）は存在しない。
ここで、G = G(x, y) は斉次 Dirichlet 境界条件付き −∆ の Green 関数

−∆xG(x, y) = δy(x), x ∈ Ω, G(x, y) = 0, x ∈ ∂Ω

をあらわし、
R(x) = lim

y→x
[Γ(x, y)−G(x, y)]

は Green 関数に付随する Robin 関数とする。ただし

Γ(x, y) =

{
1
2π

log |x− y|−1, (N = 2),

1
(N−2)σN

|x− y|2−N , (N ≥ 3)

は −∆ の基本解で、σN は (N − 1) 次元球面の体積とする。

2



この主定理自身は、次の Green 関数に対する恒等式から容易に得られる。

補題
P ∈ RN , a, b ∈ Ω, a 6= b を任意の点とする。このとき次が成り立つ。

∫

∂Ω

(x− P ) · ν(x)

(
∂G(x, a)

∂νx

)(
∂G(x, b)

∂νx

)
dsx

= (2−N)G(a, b) + (P − a) · ∇xG(a, b) + (P − b) · ∇xG(b, a),

ここで ν(x) は x ∈ ∂Ω における単位外法線ベクトルである。
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