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N ∈ Nとする. 次の複素Ginzburg-Landau型方程式に対する初期値問題

(CGLT)
∂u

∂t
+ (λ + iα)(−∆u + (b2|x|2 + c)u) + (κ + iβ)|u|q−2u = 0 on (0,∞) × RN ,

u(0, x) = u0(x), x ∈ RN

の大域的可解性を考える. ここに λ, κ > 0, α, β ∈ R, b, c > 0, q ≥ 2は定数,

i =
√
−1, u = u(t, x)は [0,∞) × RN 上の未知の複素数値関数である.

特に, b = c = 0のとき (CGLT)は複素Ginzburg-Landau方程式に対する初期
値境界値問題

(CGL)


∂u

∂t
− (λ + iα)∆u + (κ + iβ)|u|q−2u − γu = 0 on (0,∞) × Ω,

u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω

において γ = 0, Ω = RN としたものである. (CGL)には多くの先行研究がある
([2]参照). 定数 cq ≥ 0を次で定める:

cq :=
q − 2

2
√

q − 1
.

|β|/κ < 1/cqのとき u 7→ −(λ + iα)∆u + (κ + iβ)|u|q−2u が L2(Ω)で極大単調で
あることを用いて (CGL)の可解性が示される. よって極大単調性がない場合の
(CGL)の可解性が問題となる. Ωが有界のとき (−∆ + 1)−1が L2(Ω)でコンパク
トであることを用いて (CGL)の可解性が示されるが, Ω = RN のときこの方法は
適用できない. しかし調和振動子 |x|2の摂動を考えることで (−∆ + |x|2 + 1)−1の
コンパクト性を得る ([1]参照). ゆえに (CGLT)を考えることが (CGL)の可解性
を示すために有効であると予想できる. 今回 b, c > 0は固定して (CGLT)につい
ての結果だけを述べるが, 将来的には b, c → 0としたときの (CGLT)の挙動を明
らかにすることが念頭にある.



定理を述べるために次のCGL領域 ([2]参照) を定義する:

CGL(1/cq) :=
{

(x, y) ∈ R2; xy ≥ 0 or
|xy| − 1

|x| + |y|
<

1

cq

}
.

次の定理を得る.

定理. N ∈ N, λ, κ > 0とする.

(α/λ, β/κ) ∈ CGL(1/cq).

を仮定する.

(i) q ≥ 2とする. このとき任意の u0 ∈ H1(RN) ∩ D(|x|) ∩ Lq(RN)に対して初
期値問題 (CGLT)の大域的強解 u(·)が存在し次をみたす :

u(·) ∈ C([0,∞); H1(RN) ∩ D(|x|) ∩ Lq(RN)),

u(·) ∈ L2(0, T ; H2(RN) ∩ D(|x|2)) ∩ L2(q−1)(0, T ; L2(q−1)(RN)) ∀T > 0,

(∂u/∂t)(·) ∈ L2(0, T ; L2(RN)) ∀T > 0.

さらに u(·)は次の評価をみたす :

∥u(t)∥L2 ≤ ∥u0∥L2 ,

∥∇u(t)∥2
L2 + b2

∥∥|x|u(t)
∥∥2

L2 + ∥u(t)∥q
Lq ≤ C(∥∇u0∥2

L2 + b2
∥∥|x|u0

∥∥2

L2 + ∥u0∥q
Lq).

ここにCは λ + iα, κ + iβ, q, b, c のみに依存する定数である.

(ii) 2 ≤ q < 2∗とする. ここに N ≤ 2のとき 2∗ := ∞, N ≥ 3のとき 2∗ :=

2N/(N − 2)とする. このとき初期値に対する連続依存性を得る :

∥w(t)∥2
L2 + λ

∫ t

0

eK(t−s)(∥∇w(s)∥2
L2 + b2

∥∥|x|w(s)
∥∥2

L2) ds ≤ eKt∥w0∥2
L2 .

ここに w(t) := u(t) − v(t), w0 := u0 − v0 で u, v はそれぞれ初期値 u0, v0 ∈
H1(RN)∩D(|x|)∩Lq(RN) に対する (CGLT)の大域的強解, Kは λ + iα, κ + iβ,

q, b, c, u0, v0 にのみ依存する定数である. ゆえに (CGLT)の一意可解性を得る.
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