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臨界 Besov空間 B
n
p

,ρ
p (Rn), n ∈ N, 1 ≤ p, ρ ≤ ∞ (ρ ̸= 1), は臨界 Sobolev空間

H
n
p
p (Rn), 1 < p < ∞,と同様に連続関数の空間への埋め込みが成り立たないとい
う意味で臨界に位置する関数空間である. 本講演では, 臨界 Besov空間を特徴付
けるGagliardo-Nirenberg (GN)型不等式を重み付き補間不等式として導出する.更
に,対応するTrudinger型不等式を重み付きBesov-Orlicz空間への連続埋め込みと
して表現する.

Ozawa [4]において,分数階微分を含む臨界 Sobolev空間H
n
p
p (Rn)上のGN型不

等式が導出された :
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ここに, p ≤ ∀q < ∞であり, q → ∞のおける発散指数 q
1
p′ は最適である.本来,不

等式 (1)における特別なケース p = 2, i.e.,H
n
2
2 (Rn)の場合,同不等式はOgawa [2],

Ogawa-Ozawa [3]によって示されている.更に,不等式 (1)はNagayasu-W. [1]によ
り次の重み付き不等式に一般化された :
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ここに, 0 ≤ ∀r < n及び p̃ ≤ ∀q < ∞であり, p̃ ∈ (p,∞)は n, pにより定まるある
指数である.さらに同論文では, 2種の臨界指数 r = n及び q = ∞における発散指
数はどちらも最適であることが示された.不等式 (2)の左辺においてLq,wr(Rn)は
重み付き Lebesgue空間であり,ここでの重み wrは斉次関数 wr(x) := 1

|x|r を採用
する.

本講演の主要な目的の1つは, (GN)型不等式 (1), (2)を臨界Besov空間B
n
p

,ρ
p (Rn)

に対する不等式に一般化することであり,実際,次の不等式を得た :
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ここに, n ∈ N, 1 < p ≤ q < ∞, 0 < r < n, 1 ≤ ν ≤ min{ρ1, ρ2} ≤ ∞であり, Ḃ

は斉次 (重み付き)Besov空間を表す.



一般に, 臨界ケース r = 0及び q = ∞の場合, 不等式 (3)は成立しない (特に
ν = ρ1, ν = max{ρ1, ρ2}のとき,それぞれ r = 0, q = ∞とすることが可能).一方,
もう一つの臨界ケース r = nのとき,不等式 (3)は常に成立しないことが分かる.
しかしながら, r = nの場合,即ち重み関数が 1

|x|n となる場合,対数関数を補助関数
として原点付近での特異性を緩和することにより,同臨界ケースを成立させるこ
とが可能となる.実際,次の不等式が成立する :
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, ここに, Ws(x) =
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n ∈ N, 1 < p < ∞, 1 ≤ ρ ≤ ∞.

最後に不等式 (3)の臨界ケース q = ∞に位置する不等式の導出を試みる. 例え
ば,不等式 (1)の場合, Ozawa [4]により次の Trudinger型埋め込みが示された :
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LΦ1(Rn)は指数型関数Φ1を Young関数に持つOrlicz空間である. 同様に,不等式
(2)に対応する Trudinger型埋め込みとして次が成立する (Nagayasu-W. [1]) :
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LΦ2,wr(Rn)は Φ2を Young関数に持ち, wrを重み関数とする重み付きOrlicz空間
である. 上記の結果を踏まえ,不等式 (3)に対応する Trudinger型評価を導出する.
実際,重み付き Besov-Orlicz空間を用いて次の不等式が成立する :
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n ∈ N, 1 < p < ∞, 0 ≤ r < n, 1 ≤ ν < ρ < ∞, µ = ρν
ρ−ν

, 0 < δ ≤ µ − 1.
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