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本講演では, 次の半線形熱方程式の初期値問題について考察する.

(1)

{
ut − ∆u = f(u),

u(0, x) = u0(x).

ここでは指数増大する非線形項

(2) f(u) = u|u| 4
n eu2

について考察する．非線形項が多項式の場合にはWeissler による次の結果が知られている.

命題 1 (Weissler [5]) 非線形項を f(u) = |u|p−1u とし, q > 1 とする. このとき p = ph := 1 + 2q
n

ならば, ある十分小さな ε0 > 0 が存在して任意の u0 ∈ Lq(Rn), ∥u0∥Lq(Rn) < ε0 に対して (1) の大域

解 u ∈ C ([0,∞);Lq(Rn)) が存在する.

Schrödinger 方程式に対しても大域解の存在定理が知られている.

(3)

{
iut + ∆u = f(u),

u(0, x) = u0(x).

ここで u(t, x) : (0,∞) × Rn → C である. Cazenave-Weissler [1] は非線形項が多項式の場合に (3) の

大域解の存在を示した.

命題 2 (Cazenave-Weissler [1]) 非線形項を f(u) = |u|p−1u とし, 0 ≤ s < n
2 とする. このとき

p = ps := 1 + 4
n−2s ならば, ある十分小さな ε0 > 0 が存在して任意の u0 ∈ Hs(Rn), ∥u0∥Hs(Rn) < ε0

に対して (3) の大域解 u ∈ C ([0,∞); Hs(Rn)) が存在する.

さらに Cazenave-Weissler は [1] において熱方程式の Lq 理論と Schrödinger 方程式の Hs 理論の関係

について言及した. 即ち, 大域存在が成り立つ非線形項の指数が等しいとき,

ph = ps ⇐⇒ 2q

n
=

4
n − 2s

⇐⇒ 1
q

=
1
2
− s

n

が成り立つ. 最後の関係式は Sobolev の埋め込みHs(Rn) ↪→ Lq(Rn) の関係式を表しているため, 二つ

の大域存在の結果には初期値の空間に Sobolev の埋め込みの関係がある事がわかる.

一方, 命題 2 において形式的に s = n
2 とすると, ps = ∞ となる．そのため，どのような多項式

冪よりも強い増大度をもつ非線形項に対して大域解の存在証明が可能であると予想できる．実際，

Nakamura-Ozawa [3] はより指数増大する非線形項に対する H
n
2 (Rn) での大域存在を示した.

命題 3 (Nakamura-Ozawa [3]) 非線形項を

f(u) =


eu2

− 1, n ≥ 4,

u
(
eu2

− 1
)

, n = 2, 3,

u
(
eu2

− 1 − u2
)

, n = 1,



とする．このとき, ある十分小さな ε0 > 0 が存在して任意の u0 ∈ H
n
2 (Rn), ∥u0∥H

n
2 (Rn)

< ε0 に対し

て (3) の大域解 u ∈ C
(
[0,∞);H

n
2 (Rn)

)
が存在する.

この結果に対して, Ruf-Terraneo は Cazenave-Weissler によって指摘された関係を当てはめ, Sobolev

の埋め込みにより対応する空間において初期値問題 (1)-(2) が解けると予想した．ここでの対応する空

間とは Orlicz 空間 expL2(Rn) であり, 次で定義される.

expL2(Rn) :=

{
u ∈ L1

loc;あるλ > 0に対して
∫

Rn

(
exp

(
|u(x)|

λ

)2

− 1

)
dx < ∞

}
,

∥u∥exp L2(Rn) := inf

{
λ > 0;

∫
Rn

(
exp

(
|u(x)|

λ

)2

− 1

)
dx ≤ 1

}
.

実際, exp L2(Rn) は次を満たす．

H
n
2 (Rn) ↪→ expL2(Rn) ↪→ Lq(Rn) (2 ≤ q < ∞).

第一の埋め込みは Trudinger-Moser の不等式から，第二の埋め込みは eu2 − 1 を Taylor 展開すること

によりわかる．Ruf-Terraneo による予想は小さい初期値に対する大域解の存在に関するものであった

が, 彼らは小さい初期値に対する局所解の存在を示した.

命題 4 (Ruf-Terraneo [4]) ある十分小さな ε0 > 0 が存在して任意の u0 ∈ expL2(Rn),

∥u0∥exp L2(Rn) < ε0 に対して, ある T = T (u0) > 0 と (1)-(2) の局所解 u ∈ L∞ (
0, T ; exp L2(Rn)

)
が

存在する.

本講演では, 小さな初期値に対する “大域解の存在”を示す.

定理 5 ある十分小さな ε0 > 0 が存在して任意の u0 ∈ expL2(Rn), ∥u0∥exp L2(Rn) < ε0 に対して,

(1)-(2) の大域解 u ∈ L∞ (
0,∞; exp L2(Rn)

)
が存在する.

ここで，初期値への連続性は exp L2(Rn) の位相では成り立たないことに注意する．即ち，ある初期値

u0 ∈ expL2(Rn) とある定数 C > 0 が存在して, 任意の t > 0 に対して

∥u(t) − u0∥exp L2(Rn) ≥ C

が成り立つ．初期値への連続性は次の二つの意味で成り立つ．

w∗- lim
t→0

∥u(t) − u0∥exp L2(Rn) = 0, かつ lim
t→0

∥u(t) − et∆u0∥exp L2(Rn) = 0.
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