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概 要 離散可積分系に分類される離散ハングリーロトカ・ボルテラ系及び離散ハングリー戸田方程

式の時間発展は，あるクラスの帯行列の相似変形を与える．この性質を利用して定式化された帯行列の

固有値計算アルゴリズムを紹介する．

1 はじめに

可積分系とは元来，古典力学の用語で，何らかの意味で線形化可能，あるいは線形系と関連付けら
れる非線形力学系の総称である．一般に，十分な量の保存量をもち，初等関数や特殊関数を用いて解
を具体的に書き下すことが可能な非線形力学系と理解されることも多い [4]．
近年，可積分系理論をもとにした新しい数値計算アルゴリズムが定式化されている．[3]では，可
積分系に分類される離散ロトカ・ボルテラ (dLV: discrete Lotka-Volterra)系u
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をもとに上 2重対角行列に対する特異値計算のための dLVアルゴリズムが定式化されている．dLV系
は数理生物学に現れる生物種の捕食関係を記述する差分方程式であり，kは生物番号，上付き添え字
nは離散時間を表し，u

(n)
k は離散時間 nにおける生物種 kの個体数を表す．また，δ(n)は離散時間 n

における差分間隔を表す．dLVアルゴリズムは国際標準とされる線形数値計算ライブラリ LAPACK

のルーチンよりも計算精度，速度の両面において優れていることが数値実験および理論的に確認され
ている．
個々の生物種が複数の生物種を捕食することを想定した離散可積分系として，離散ハングリーロト
カ・ボルテラ (dhLV: discrete hungry Lotka-Volterra)系
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が知られている [5, 7]．ここで，Mm := (m− 1)M +mであり，u
(n)
k , δ(n)の意味は dLV系と同じで

ある．また，M = 1の場合，dhLV系は dLV系と一致する．
一方，戸田方程式から広田差分によって得られる離散戸田方程式
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は，対称な 3重対角行列の固有値計算のための qd アルゴリズムの漸化式と一致する．離散戸田方程
式の拡張として次の離散ハングリー戸田 (dhToda: discrete hungry Toda)方程式が知られている [6]．
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本講演では，dhLV系及び dhToda方程式の保存量，Lax表示，漸近挙動を示し，固有値計算との
関連について述べる [1, 2]．

2 dhLV系の性質と固有値計算への応用

本節では，dhLV系の性質をもとに，帯行列に対する固有値計算アルゴリズムを定式化する．まず，
dhLV系の Lax表示と呼ばれる行列表示の存在と dhLV変数の漸近挙動を明らかにする．
dhLV系 (1.2)の Lax表示は以下で与えらえれる．

R(n)L(n+1) = L(n)R(n), (2.1)
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Lax行列R(n)において，δ(n) > 0と (1.2)を考慮すると，(2.2)より，k = 1, 2, . . . ,Mm +M に対し
て V

(n)
k ≥ 1である．従って，(2.1)は

L(n+1) = (R(n))−1L(n)R(n) (2.3)

と書けるので，L(n)と L(n+1)は相似であり，dhLV系の時間発展 n → n+ 1は L(n)の固有値保存変
形を与える．さらに，単位行列を I，任意の実数を dとすれば，L(0) + dIと L(1) + dI,L(2) + dI, . . .

の固有値も保存される．従って，dhLV系に関する保存量は
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で与えられる．(2.4)の第 1式は L(n) の全固有値の (M + 1)乗和，第 2式は L(n) の行列式の値で
ある．ある正数 K0 に対し 0 < u
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k < K0 (k = 1, 2, . . . ,Mm) と定めれば，正数 K1,K2 に対し
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0 < u
(n)
k < K となる．ただし，K は正数とする．このとき，dhLV変数 u
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k の解挙動に関して，以

下の定理が得られる．

定理 2.1 k = 1, 2, . . . ,Mmに対し 0 < u
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k < K0とする．このとき dhLV系 (1.2)の n → ∞におけ

る漸近挙動は以下で与えられる．
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ここで，ckは正数であり，c1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ cmを満たす．

定理2.1を用いれば，(2.2)の第1式で与えられるU
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である．このとき，det(λI − Lk(d)) = (λ− d)M+1 − ckなので，L(d)の固有多項式は
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}
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となる．L(d)とL(n)+dIが相似であることから，L(n)+dIの固有値に関して，次の定理が得られる．

定理 2.2 L(n) + dI の固有多項式は ckを用いて，(2.7)のように因数分解される．従って固有値は以
下で与えられる．
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ℓ = 1, 2, . . . ,M + 1, k = 1, 2, . . . ,m.
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大きくなるにつれて (2.7)の右辺に近づく．M,m, d, U
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とする．(2.9)の値をもとに，dhLV系 (1.2)を利用して，u
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ϵ > 0に対してmaxk ̸=M1,M2...,Mm u
(n)
k < ϵが満たされた時点で反復を停止する．そのときの u

(n)
Mk
の値

を ck の近似値とみなせば，(2.8)より L(0) + dI の近似固有値が得られる．以上の手順により，帯行
列 L(0) + dI の固有値を計算するアルゴリズムとして dhLVアルゴリズムが定式化できる．

3 dhToda方程式に基づく固有値計算

dhToda方程式 (1.4)の Lax表示

L(n+1)R(n+M) = R(n)L(n), (3.1)
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に現れる Lax行列 L(n), R(n) の積 X(n) := L(n)R(n+M−1)R(n+M−2) · · ·R(n+1)R(n) を考える．(3.1)

より，X(n) の固有値は離散時間 nによらず一定となることがわかる．すなわち，X(0) の固有値は
dhToda方程式の時間発展によって変化しない．なお，[6]ではX(n)のトレースが nによって変化し
ないことが示されている．
また，dhToda方程式の変数Q
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lim
n→∞

M−1∏
j=0

Q
(n+j)
k = λk, k = 1, 2, . . . ,m, (3.3)

lim
n→∞

E
(n)
k = 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1. (3.4)

(3.3), (3.4)より，n → ∞においてX(n)は上 3角行列に収束することは明らか．さらに，対角成分は
λkで与えられ，X(n)の固有値となる．上記の Lax表示に関する議論と合わせると，limn→∞X(n)の
対角成分はX(0)の固有値となる．以上より，X(0)の固有値を求めるアルゴリズムとして dhTodaア
ルゴリズムが定式化できる．dhTodaアルゴリズムの詳細は講演時に述べる．
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