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以下の正値解の爆発現象について考察する.
ut = ∆u in Rn

+ × (0, T ),

∂νu = uq on ∂Rn
+ × (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 in Rn
+.

(1)

ここで Rn
+ = {x = (x′, xn) ∈ Rn;xn > 0}, ∂ν = −∂/∂n. 指数 q > 1は n ≥ 3の場合には

q < n/(n− 2)を仮定する. 方程式 (1)は初期値が十分大きい時には, その解は有限時刻で爆
発することがわかる. ここで有限時刻 T > 0で解が爆発するとは

lim sup
t→T

∥u(t)∥L∞(Rn
+) = ∞

のことを言う. また次の極限 (各点収束の意味)

U(x) := lim
t→T

u(x, t) ∈ [0,∞]

が存在するとき, U(x)を blow-up profile と呼ぶ. 本講演の目的は blow-up profile U(x)の
空間的な特異性を考察することである.

Definition 1. 関数 f(x) ∈ C(Rn
+)が xn-軸対称であるとは, f(x) = f(|x′|, xn)と書けるこ

とを言う.

初期値 u0(x)には以下の仮定を設ける.

x′ · ∇′u0(x) ≤ 0, ∂nu0(x) ≤ 0. (A)

本講演の主結果は以下の二つである.

Theorem 1 (single point blow-up). 初期値u0(x)はxn-軸対称でかつ (A)を満たすとする.

このとき解 u(x, t)が有限時刻で爆発するならば, 原点のみで爆発する.
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Theorem 2 (singularities of blow-up profile). 初期値 u0(x)はTheorem 1の仮定を満たす
とする. このとき解 u(x, t)が有限時刻で爆発するならば, blow-up profile U(x)が存在して
次を満たす.

c1

(
| log |x′||
|x′|2

)1/2(q−1)

≤ U(x′, 0) ≤ c2

(
| log |x′||
|x′|2

)1/2(q−1)

.

Remark of Theorem 1. 初期値が仮定 (A)を満たすならば u(·, t)も仮定 (A)を満たすの
で, 仮定 (A)は single point blow-up のための自然な仮定である. また single point blow-up

が起こることより blow-up profile U(x)が存在して

U(x) ∈ C(Rn
+ \ {0}), lim

x→0
U(x) = ∞.

Remark of Theorem 2. Theorem 2で得られている特異性は U(x)を ∂Rn
+ = {x ∈

Rn
+;xn = 0} 上に限定した場合の特異性について述べていることになる. 極座標 r =

|x|, tan θ = |x′|/xn を用いると, Theorem 2では θ = π/2の方向からの特異性を与え
ていることになる.

|x′|-軸

xn-軸

{θ = π/2}

{θ = 0}

θ

より一般の方向 θ ∈ [0, π/2)からの特異性は実は既存の結果 (Chlebic-Fila 2000)から容易に
得られる. 具体的には

U(x) = cq(cos θ)
−1/(q−1)(1 + o(1))r−1/(q−1).

ここで θ = π/2を代入すると (cos θ)−1/(q−1)の値が無限大になってしまうので, 上の式は意
味を持たないことになる. これより θ = π/2の方向の特異性を調べるためにはより詳細な
解析が必要になる.

自己相似変数を用いた解析. 自己相似変数 x = (T − t)1/2y, T − t = e−sを用いて

φ(y, s) = (T − t)1/2(q−1)u(x, t)

を導入する. このとき φ(y, s)は次の方程式を満たす.∂sφ = ∆φ− y

2
· ∇φ− 1

2(q − 1)
φ in Rn

+ × (sT ,∞),

∂νφ = φq on ∂Rn
+ × (sT ,∞).

(2)

Chlebic-Fila (2000)らは φ(y, s)の s ∼ ∞での漸近形

lim
s→∞

φ(y, s) = φ0(yn) in Cloc(Rn
+)

を得た. ここでφ0(yn)は (2)の有界な正値一意定常解である. 我々の目標はφ(y, s)の s ∼ ∞
でのより詳細な漸近系を得ることである.
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