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1. 主結果
自由粒子のシュレーディンガー方程式の初期値問題

{
i∂tu+ 1

2
△u = 0, (t, x) ∈ R × R

n,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
n

(1)

及び調和振動子のシュレーディンガー方程式の初期値問題
{
i∂tu+ 1

2
△u− |x|2u = 0, (t, x) ∈ R × R

n,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
n

(2)

を考える．ここで，i =
√
−1， u : R × R

n → C，△ =
∑n

j=1
∂2

∂x2
j

とする．
本講演では，u0 ∈ L2(Rn)のとき，上の初期値問題の解u(t, x)でu ∈ C(R;L2(Rn))

を満たすものについて，時刻 t 6= 0における特異性を初期値u0から決定すること
を考える．ϕ ∈ S(Rn)\{0}とし，f ∈ S ′(Rn)とする．fの波束変換 (Wave Packet

transform)Wϕf(x, ξ) を

Wϕf(x, ξ) =

∫

Rn

ϕ(y − x)f(y)e−iyξdy

と定義する (Córdoba-Fefferman[1])．
ϕ0(x) = e−|x|2/2とする．

ϕ(t)(x) =
1

(1 + ti)n/2
exp

(
− 1

2(1 + ti)
|x|2

)
= ei

t
2
△ϕ0(x)

とおき，ϕ(t)
λ (x) = ϕ(λt)(λ1/2x)と定義する．

定理 1. u0(x) ∈ L2(Rn)とする．(x0, ξ0) /∈ WF (e−
i
2
t△u0) であることの必要十分

条件は，x0の近傍Kと ξ0の錐近傍Γが存在して，任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1

に対し，あるCN,a > 0があって，λ ≥ 1とa−1 ≤ |ξ| ≤ a となるすべてのλ, x ∈ K

および ξ ∈ Γに対して以下の式を満たすことである：

|W
ϕ

(−t)
λ

u0(x− λtξ, λξ)| ≤ CN,aλ
−N .
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ψ0(x) = exp(−|x|2/2) ，x(t, λ) = x cos t − λξ sin t ，ξ(t, λ) = λξ cos t + x sin t

とし，ψ0,λ(x) = λn/4ψ0(λ
1/2x) とおく．

定理 2. u0(x) ∈ L2(Rn)とし，u(t, x)を (2)の解でC(R;L2(Rn))に属するものと
する．このとき，(x0, ξ0) /∈ WF (u(t, x)) であるための必要十分条件は，x0の近
傍Kと ξ0の錐近傍 Γが存在して，任意のN ∈ Nと任意の a ≥ 1 に対し，ある
CN,a > 0があって，λ ≥ 1とa−1 ≤ |ξ| ≤ a となるすべてのλ, x ∈ Kおよび ξ ∈ Γ

に対して以下の式を満たすことである：

|Wψ0,λ
u0(x(t, λ), ξ(t, λ))| ≤ CN,aλ

−N .

注意 3. Nakamura[5]やHassell-Wunsch[3]では，主部が△でないような一般的な
シュレーディンガー方程式に対して，初期値により，時刻 tでの解のWave front

set WF (u(t, x))を特徴づけている．本講演の結果は，その特徴づけを自由粒子お
よび調和振動子の場合に限り，波束変換によって行ったものである．
注意 4. 波束変換を用いたシュレーディンガー方程式の解の特異性の研究は，Ōkaji[6]

で行われている．

2. 証明の方針
定理 1の証明には，Folland[2]によるWave front set の特徴づけと [4]で与えられ
ている解の表示

Wϕ(t,·)u(t, x, ξ) = e−
i
2
t|ξ|2Wϕ0u0(x− ξt, ξ) (3)

を用いる．ただし，ϕ0 ∈ S(Rn)，ϕ(t, x) = e
i
2
△ϕ0(x)である．定理2の証明には，

解の表示

Wψ(t,·)[u](t, x, ξ) = e
i
2

R t

0 (|ξ(s−t)|2−|x(s−t)|2)dsW eψ0
(x(t), ξ(t)) (4)

を用いる．ただし，x(t) = x cos t− ξ sin t ，ξ(t) = ξ cos t+ x sin t ，ψ̃0 ∈ S(Rn)

であり，ψ(t, x)は，ψ̃0を初期値とする (2)の解である．
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