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1. Introduction

次のような時間に依存するポテンシャルをもつ Schrödinger 方程式の初期値問題を考
える:

(SE)


i
∂u

∂t
= −∆u +

m∑
j=1

cju

|x − qj(t)|
+ V1(t, x)u, (t, x) ∈ [0, T ] × RN ,

u(0, ·) = u0(·).

ここで N ≥ 3 で, u は複素数値の未知関数 u : [0, T ] × RN → C とする. m個のベクトル
値関数 qj : [0, T ] → RN (j = 1, 2, . . . ,m), 実ポテンシャル V1 : [0, T ] × RN → R は以下の
仮定を満たすものとする:

qj ∈W 2,1(0, T ; RN) (j = 1, 2, . . . ,m),(q1)

|qj(t) − qk(t)| > 0 (j ̸= k),(q2)

(1 + |x|2)−1V1 ∈W 1,1(0, T ; L∞(RN)),(V1)

(1 + |x|2)−3/2∇V1 ∈L1(0, T ; L∞(RN))N .(V2)

ここでX は Banach空間とし, X 値関数の Lebesgue空間, Sobolev空間は次のように定
める:

Lp(I; X) :=
{
u : I → X; ∥u∥Lp(I; X) :=

∥∥∥u(·)∥X

∥∥
Lp(I)

< ∞
}
,

Wm,p(I; X) :=
{

u ∈ Lp(I,X);
∂ju

∂tj
∈ Lp(I; X), 0 ≤ j ≤ m

}
.

本講演の目的は (SE)を L2(RN)の発展方程式とみなし, 初期値 u0が Y := H2(RN) ∩
H2(RN) に属するときの古典解の一意存在を議論することである. ここで

H2(RN) := {u ∈ L2(RN); |x|2u ∈ L2(RN)}

はH2(RN) := W 2,2(RN) の Fourier像である. このとき, 古典解とは

(1) u ∈ C1
(
[0, T ]; L2(RN)

)
∩ C

(
[0, T ]; Y

)
をみたすものである. ただし, Ck(I; X) はX値Ck級関数全体からなる空間を表す (特に
C(I; X) := C0(I; X)). 同様にCw(I; X) はX値弱連続関数全体からなる空間を表す.

注意. 正確には (1)を満たす解は Y 値解 (Y -valued solution)と呼ばれる. (cf. Tanabe [5,

Section 7.4]).

∗本講演は岡沢登 (東京理科大学・理)との共同研究に基づくものである.
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応用上, (SE)はm個の原子核と外力場が存在する空間における電子の運動を記述して
いると見なせる. このとき, 未知関数 uは電子の波動関数を表し, cj|x − qj(t)|−1は中心の
座標 qj(t) が時間と共に移動していく原子核の Coulombポテンシャルである. V1 は電場
に対応する (空間無限遠方で |x|2以下の増大を許容する) ポテンシャルである.

主定理 ([4]). 条件 (q1), (q2), (V1), (V2) の下で (SE)は (1)に属する一意解をもつ.

中心が動く Coulomb ポテンシャルを伴った線形 Schrödinger方程式の解の存在につい
ての先行研究をいくつか紹介する.

まず m = 1 の場合については, [3, 7] において条件 (q1), (V1),

(V2)′ (1 + |x|2)−1∇V1 ∈ L1(0, T ; L∞(RN))N

の下で (1) と同様の解の一意存在が示されている. (V2)′ は (V2)よりも強い条件である.

また, m > 1の場合でもWüller [6] によって解の一意存在が示されているが, [6] では
qj に対して強い仮定を課し, V1の空間無限遠方での増大も許容されていない. 証明のアイ
ディアを見ると, [6] で扱われている方程式は, 時間に依存する相似変換により, 時間に依
存しない Coulomb ポテンシャルをもつ Schrödinger方程式に変換されるようなものに限
られている. 従って, 変換後は加藤 [1] の抽象定理が有効で, 逆変換することにより元の問
題の解を得ている.

一方, 加藤・谷島 [2] では Liénard-Wiechert ポテンシャルをもつDirac 方程式について
局所擬 Lorentz変換 (Local pseudo-Lorentz transformation) と呼ばれる変換を用いてポ
テンシャルの特異点を固定し, 加藤 [1] を用いて解の存在を示している.

今回, 主定理の証明においても加藤・谷島 [2] のアイディアを元に, 局所擬Galilei変換
とでも呼ぶべき変換を構成し, この変換を用いて Coulombポテンシャルの特異点の動き
を固定することで [4] の抽象定理を適用できる新たな Schrödinger方程式を構成する. な
お, 今回は局所擬Galilei変換の有効性と逆変換により (SE)の解が得られることの確認だ
けに留め, 抽象定理については扱わないこととする.

2. Local pseudo-Galilean transformation

まず, ε0 > 0と T∗で次を満たすものをとる:

|qj(t) − qk(t)| ≥ 4ε0 (j ̸= k), T0 := min
{

T,
ε0

2∥q′∥L∞(0,T )

}
.

(SE) が区間 [0, T0]で解ければ, [T0, 2T0], [2T0, 3T0], . . . においても同様の議論を繰り返す
ことで [0, T ]上の解を構成できる. ゆえに, 特に T = T0となる場合を考えれば十分である.

定義 (局所擬Galilei変換). φ ∈ C([0, T ] × RN ; RN) を tを固定するごとに RN について
の微分同相写像となるものとし, φ(t, ·)のヤコビアンは Jφ := det(Jac φ) > 0 となるも
のとする. ここで Jac φ = (∂φj/∂yk)jk. φを用いて L2(RN)上の時間依存ユニタリ変換
Φ(t) ∈ B(L2(RN)) を次のように定義する:

Φ(t)f := Jφ(t, ·)1/2(f ◦ φ)(t, ·) (f ∈ L2(RN)).

特に, Φが次の φによって与えられるとき, Φを局所擬Galilei変換と呼ぶこととする:

(2) φ(t, y) := y +
m∑

j=1

η
( |y − qj(0)|

ε0

)(
qj(t) − qj(0)

)
.
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ここで η ∈ C∞([0,∞); [0, 1]) は η(r) = 1 (r ≤ 1), η(r) = 0 (r ≥ 2) かつ |η′(r)| ≤ 3/2とな
る単調関数とする.

新しい未知関数

(3) v(t, y) := (Φ(t)u)(t, y) = (Jφ(t, y))1/2u(t, φ(t, y))

を導入する. このとき, 局所擬Galilei変換に限らず φが十分滑らかならば (SE)は次のよ
うな vについての Schrödinger型方程式に変換される:

(SE-v)

i
∂v

∂t
+ Da(t, y)Dv + Q(t, y)v = g(t, y),

v(·, 0) = v0 := Φ(0)u0.

ここで D := i−1∇− b(t, y), Dj := i−1∂/∂yj − bj(t, y) かつ

a(t, y) := (Jac φ(t, y))−1 t(Jac φ(t, y))
−1

,

b(t, y) :=
1

2
t(Jac φ(t, y))

∂φ

∂t
(t, y),

Q(t, y) :=
m∑

j=1

cj

|φ(t, y) − qj(t)|
+ V1(t, φ(t, y)) − 1

4

∣∣∣∂φ

∂t
(t, y)

∣∣∣2
+ Jφ(t, y)1/2

[
∆(Jψ(t, x))1/2

∣∣
x=φ

]
.

ただし, ψ(t, ·) は tを固定するごとに定まる φ(t, ·) の逆関数.

特に φ を (2) ととるとき, 即ち変換として局所擬 Galilei 変換を用いるとき, 複数の
Coulomb ポテンシャルの特異点の動きが固定され, [4] の定理が適用でき, (SE-v)が古
典解 vを持つことが示される. (SE-v)が古典解 vを持つとき, Φ(t)とその逆変換Φ(t)−1 は
関数のクラスを不変に保つことが確かめられるので

u(t, x) := (Φ(t)−1v)(t, x) = (Jψ(t, x))1/2v(t, ψ(t, x))

が (SE)の古典解であることが確かめられる.
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