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1 はじめに

Ω ⊂ R3 は有界領域、D ⊂ Ωは開集合でD ⊂ Ω, Ω \ Dは連結とします。さらに ∂Ω, ∂D
はC2,α0級 (0 < ∃α0 ≤ 1)とします。

レゾルベントの漸近挙動 次の方程式を考えます。

(E)

{
(△− λ2)φ(x; λ) = 0 in Ω,
φ(x; λ) = h(x) on ∂Ω,

(R)





(△− λ2)w(x; λ) = 0 in Ω \ D,
∂νw(x; λ) = g(x) on ∂Ω,
∂νw(x; λ) = 0 on ∂D

但し ν(x) = t(ν1(x), ν2(x), ν3(x))はそれぞれ ∂Ω, ∂Dに対する単位外向き法線ベクトルで、
∂ν = ∂νx =

∑3
j=1 νj(x)∂xj

です。この講演では (E)や (R)の解 φ(x; λ)やw(x; λ)のことを「レ
ゾルベント」と呼ぶことにします。

Varadhan [20]によれば (E)の解 φ(x; λ)は ∃C > 0 s.t. h(y) ≥ C (y ∈ ∂Ω) のとき

lim
λ→∞

−1

λ
log φ(x; λ) = d(x)(:= dist(x, ∂Ω)) (x ∈ Ω上で広義一様)

という漸近挙動が成り立ちます。この事実は熱方程式の基本解の短時間漸近挙動について調
べるのに使われています。

熱方程式に対する境界値逆問題と囲い込み法 熱伝導体 Ω \ Dを伝わる熱伝導現象を考え
ます。時刻 tにおける位置 xでの温度を u(t, x)と表します。外部の境界 ∂Ω上に与えた熱流
f(t, x) = ∂νu(t, x) ((t, x) ∈ (0, T ) × ∂Ω) に対し、境界 ∂Ω上の温度分布 u(t, x)|(0,T )×∂Ωを計
測します。但し、T > 0は観測時間です。

熱流 f に対して内部における温度分布 uは次の方程式で記述されます。




(∂t −△)u(t, x) = 0 in (0, T ) × (Ω \ D),
∂νu(t, x) = 0 on (0, T ) × ∂D,
u(0, x) = 0 on Ω \ D.

(1.1)

観測のために与える熱流 f(t, x)の集合をX ⊂ L2((0, T ) × ∂Ω)とします。熱流 f ∈ X を
一つ選び境界に与え、境界上での温度分布 uを観測することにより、観測データの集合

EX = { (u|(0,T )×∂Ω, f) |uは (1.1)と f = ∂νu|(0,T )×∂Ω ∈ X を満たす。} (1.2)

が得られます。例えば [5], p.473, p.512-513, p.520にあるように f ∈ L2((0, T )× ∂Ω)に対し、
(1.1)と ∂νu|(0,T )×∂Ω = f を満たす弱解 u ∈ L2((0, T ); H1(Ω \ D))∩C([0, T ]; L2(Ω \ D)) がた
だ一つ存在することに加え、定数CT > 0が存在して次のように評価されることが分ります。

∗本講演の内容は池畠優氏（群馬大学　大学院工学研究科）との共同研究に基づくものです。
†この原稿は第 106回神楽坂解析セミナーにおける講演要旨です。
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∥u∥L2((0,T );H1(Ω\D)) + sup
0≤t≤T

∥u(t)∥L2(Ω\D) ≤ CT∥f∥L2((0,T );H−1/2(∂Ω)).

以下この弱解を用いて議論を進めます。

この講演では次の熱方程式に対する境界値逆問題を考えます。

「観測データの集合 EX からDがある場所やDの形状を求めることができるか。」

ここで無限回観測、一回観測について述べます。無限回観測とは無限回の観測を（理論とし
て）許す、すなわち ♯X = ∞ の場合を考えることをいいます。それに対して一回観測とは一
度しか観測を行わない、すなわち ∃f s.t. X = {f}となるときのことを指します。このとき
は一組の観測データからDのどのような情報が得られるかが問題になります。

境界値逆問題は 1980年にCalderónによって提唱された導体表面における電圧と電流分布
から導体内部（電気伝導率や空洞などについて）の様子を知るという問題がその起源です。
この問題は楕円型微分方程式に対する境界値逆問題として数学的に定式化され、微分方程式
論の視点からも盛んに研究され、多くのことが明らかにされてきました。境界値逆問題の考
察対象は主に「一意性」、「安定性」、「再構成」の３つに分けられます。

熱方程式に対する境界値逆問題についても概ね上の三つの問題に分けることができます。
関連した研究を講演者の知る範囲で以下の表にまとめてみました1。

一意性 Elayyan-Isakov [6] ∂Dの一点を決めるのも無限回観測が必要

Bryan-Caudill [1] 一回観測、 u(0, x) =(定数) の必要性を指摘

安定性 Canuto-Rosset-Vessella [2]　 Carleman型評価式と関係あり

Vessella [18], [19](概観論文)

Daido-Kang-Nakamura [3] 1次元、(時間入り)探針法、
Daido-Lei-Liu-Nakamura [4] 介在物 (inclusion)

再構成 Isakov-Kim-Nakamura [16] 高次元、(時間入り)探針法、介在物
Kim-Nakamura [17] 熱伝導係数が関数、(時間入り)探針法

Gaitan-Isozaki-Poisson- 熱伝導係数が関数　
Siltanen-Tamminen [7] (時間入り)探針法 ? (よくわからない)

再構成 Ikehata [10] 　 1次元、一回観測

囲い Ikehata and Kawashita [11] 3次元、空洞、無限回観測　

込み Ikehata and Kawashita [12] 3次元、介在物、無限回観測、一回観測 (I)

法 Ikehata and Kawashita [13] 3次元、一回観測 (II)

この講演では熱方程式に対する境界値逆問題を囲い込み法の立場から調べた [13]とレゾルベ
ントの漸近挙動について考察した [14]について紹介します2。

2 熱方程式に対する囲い込み法

囲い込み法の大きな流れは次の通りです。

第１段：観測データ EX から指示関数 (indicator function)I(λ)を作る。

第２段：指示関数 I(λ)の λ → ∞のときの漸近挙動を調べ、∂Dの情報を引き出す。

1これ以外にも挙げるべき文献があると思います。ご存知の方は文献をご教示頂ければ幸いです。
2上の「一回観測 (I)、(II)」の違いについては後に述べます。
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囲い込み法は池畠 [9], [8]によりLaplace方程式に対する境界値逆問題において導入されま
した。囲い込み法には指示関数の導入法が比較的単純で直感的に分かりやすく、一回観測の
場合も定式化は容易にできるという利点があります。一方で ∂D自体が分かるわけではない
という弱点もあります。この弱点を克服するという方向の研究も多く見受けられますが、そ
れらについては触れません。ここでは熱方程式に対する囲い込み法について考えます。

熱方程式に対する指示関数 I(λ)の導入方法 Ω上で (△−λ2)v(x; λ) = 0を満たす関数v(x; λ)

を一つ選びます。熱流 f ∈ Xに対し、境界条件 ∂νu|(0,T )×∂Ω = f を満たす (1.1)の解 u = uf

と v(x; λ)を用いて指示関数 I(λ)を次で定めます。

I(λ) =

∫ T

0

∫

∂Ω

e−λ2t
(
∂νv(x; λ)uf (t, x) − v(x; λ)∂νuf (t, x)

)
dSxdt. (2.1)

観測データより [0, T ]× ∂Ω上での f と uf は既知であることおよび v(x; λ)は任意に選べるこ
とに注意すれば (2.1)で定めた I(λ) は計算可能な量であることが分ります。

(2.1)の形を見れば無限回観測を許すときはどのような f = fλを与えれば良いかが分りま
す。例えば ω ∈ S2を一つ選び、v(x; λ) = eλω·xとおきます。[11]にあるように fλ(x) = eλω·x

とおくと lim
λ→∞

−1

2λ
log |I(λ)| = sup

x∈D

ω · x が得られます（これが囲い込み法の基本形です）。そ

の他にも p ∈ R3 \Ω, y ∈ R3を止める毎に inf{|y − p| | y ∈ D}や sup{|x− y| |x ∈ D} が得ら
れるようにも設定できます。

前ページの表における [12]の一回観測 (I)とは一回観測、すなわちX = {∃f} ですが、指
示関数 I(λ)を無限回観測のときと同じ発想で導入した場合のことを指します。具体的には
v(x; λ)を (E)の境界条件を ∂νxφ = g(x; λ)に換えたもの、ただし

g(x; λ) =

∫ T

0

e−λ2tf(t, x)dt (2.2)

としたときの解として選びます。このとき lim
λ→∞

−1

2λ
log |I(λ)| = dist(D, ∂Ω) が得られます3。

一回観測 (I)のときは指示関数を定めるときの v(x; λ)を観測データ f(i.e. uf (t, x))に連動
させて選びました。それとは異なり v(x; λ)をfとは無関係に選んだ場合が一回観測 (II)です。
一次元のときはΩ = (0, L), D = (a, b)とするとΩ\D = (0, a)∪ (b, L)となるので、(0, a)にお
いて境界 x = 0は既知、x = aが未知で、既知の境界において熱流は f(t, 0) = f(t)で与えら
れると考えればよいことになります。p < 0を一つ選びます。Ikehata [10]は v(x; λ) = eλ(p−x)

と選び、次を示しました4。

Ikehata [10] f ∈ C1([0, T ]), f(0) ̸= 0ならば lim
λ→∞

−1

λ
log |I(λ)| = 2a − p となる。

熱流 f に対する仮定は f に対し、(2.2)で定まる関数 g(λ)の下からの評価を保証するために
必要です。この場合は 2−1|f(0)| ≤ λ2|g(λ)| ≤ 2|f(0)| (λ >> 1)が成り立ちます。

目標は Ikehata [10]の結果を 3次元の場合に拡張することにあります。p ∈ R3 \ Ωを一つ
選び、上の考え方に倣って、指示関数 I(λ)を

v(x; λ) = Eλ(x, p)

(
:=

e−λ|x−p|

2π|x − p|

)

と選ぶことにより定めます。与えられた熱流 f に対して (2.2)で g(x; λ)を作り、(R)におい
て g(x) = g(x; λ)としたときの解を w(x; λ)とおきます。このとき一次元のときと同様にす

3Dの情報 “dist(D, ∂Ω)”は囲い込み法で初めて得られました。
4この事実は一次元のときは一回観測でDが求まることを示しています。
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れば

I(λ) =

∫

∂D

(
∂νxEλ(x, p)

)
w(x, λ)dSx + O(e−λ2T/2) (λ → ∞)

となります。上の等式よりレゾルベントと指示関数との間には関係があることが分ります。
この講演では具体的にどのような関係があるのかについて報告します。
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