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Abstract

　本研究は，坂井秀隆氏 (東京大学 ·大学院数理科学研究科)との共同研究である．

　 Katz([1])によりD加群の理論をもって幾何学的に構築され，Dettweiler，Reiter([2])によって

代数的に書き直されたmiddle convolutionの理論の q差分版を構築するために，Birkhoff([4])，神

保，坂井両氏の研究 ([5], [6])を参考に，有理関数係数の線形 q 差分方程式系に対しアクセサリー・

パラメーターと，その個数に関係する rigidity indexを定義した．アクセサリー・パラメーターを

持たない方程式について調べ，2 階の方程式についてはスペクトルタイプを分類し方程式の既約

性・可約性との関係を導き，さらにある方程式に対して確定特異点 0における基本解系を構成した．

これは Heineの q 超幾何関数の母関数であり，Riemann積分の q 類似である Jackson積分による

積分表示で与えられる．続いて，q-middle convolutionをまず代数的に定義した．これは Jackson

積分による Euler変換によっても実現されるものである．この q-middle convolutionの性質を調

べることにより，Fuchs型方程式を Fuchs型方程にうつし，また変換の加法性について調べること

で，方程式の既約性を保存し，さらに一般に rigidity indexを保存する変換であることが示される．

1 Introduction

Schlesinger 型微分方程式系 dY
dx =

∑N
i=1

Ai

x−ti
Y に対して，addition と middle convolution と

呼ばれる 2つの変換が Katz([1])によって導入され，幾何学的に定義されたそれらを Dettweiler，

Reiter([2])は代数的に書き直せることを示した．これらの変換は，方程式のもつ次の性質

・Fuchs型（確定特異点型）であること　　・既約性　　・rigidity index

を保存することが知られている．ここで，rigidity indexとは方程式のもつアクセサリー・パラメー

ターの個数に関係する量であり，方程式の rigidity index R とアクセサリー・パラメーターの個数
N に対して，N = 2 −Rが成立する．線形 q 差分方程式については，有理関数成分の m次行列

R(x)に対して，σxY (x) = R(x)Y (x)(σx : x 7−→ qx，q ∈ C，0 < |q| < 1)を考えるとき，適当な

gauge変換によって多項式 B(x)係数の方程式 σxỸ (x) = B(x)Ỹ (x)に帰着させることができる．

このとき Birkhoffの結果 ([4])から，多項式 B(x) =
∑N

i=0 Bix
i において B0, BN が可逆なること
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で Fuchs型方程式を定義することができ，このとき B0, BN の各固有値に対する Jordan細胞の

サイズと detB(x)の零点 a ∈ Cのある種の重複度を方程式のデータと考えることができる．
本講演では，まず線形 q 差分方程式系 σxY (x) = R(x)Y (x) の rigidity index を定義し，次に

q-middle convolutionの構成と，その重要な性質について紹介する．

2 線形 q 差分方程式の rigidity index

　以下 q ∈ C (0 < |q| < 1), σx : x 7−→ qxとする．

　

　 x ∈ Cについての有理関数成分のm次行列 R(x)に対して，次の線形 q 差分方程式を考える．

ER : σxY (x) = R(x)Y (x) (1)

まず方程式 ER に対する gauge変換を次のように定義する．

定義 1 　方程式ERの解 Y (x)に対する，可逆行列による相似変換，あるいは σxf(x) = Q(x)f(x)

(Q(x)は定数係数の有理関数)を満たす関数 f(x)を用いて Y (x) 7−→ f(x)Y (x)と変換することで

ER の右辺に定数や xの有理関数をかける変換を総じて，方程式 ER に対する gauge変換と呼ぶ．

　

ここでこの f(x)としては，次の関数やそれらの逆数，積がとれる．

xp (p ∈ C) : 定数倍，　 (ax; q)∞ : (1 − ax)倍，　ϑq(x) := (−x,−q/x, q; q)∞ : x−1倍．

但し

(a1, . . . , an; q)0 := 1,

(a1, . . . , an; q)m :=
n∏

i=1

m−1∏
j=0

(1 − aiq
j) (m ∈ Z>0),

(a1, . . . , an; q)∞ := lim
m→∞

(a1, . . . , an; q)m.

これより方程式 ER の空間に対し，この gauge変換による商空間をとることにすると，各同値類の

代表元として，方程式 ER の標準形を次のように定義できる．

命題 2 　方程式 ER に gauge変換を施すことで，ある多項式 B(x) =
∑N

i=0 Bix
i を係数にもつ

方程式 σxỸ (x) = B(x)Ỹ (x)で，B0, B∞(:= BN ) 6= 0かつ，任意の a ∈ Cに対して B(a) 6= 0と

なるものが，定数倍や相似変換の不定性を除いて一意に定まる．
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このことから，方程式 ER に対して，命題 2の方程式 ẼR が定義される．

ẼR : σxỸ (x) = B(x)Ỹ (x), B(x) =
N∑

i=0

Bix
i. (2)

これを方程式 ER の標準形と呼ぶことにし，さらに方程式 ER の既約性を次のように定義する．

定義 3 　方程式 ẼR の係数 B(x) =
∑N

i=0 Bix
i に対して，組B = (B0, . . . , BN )が既約である

とは，Cm の非自明な部分空間でB 不変なものが存在しないことをいい，既約でないとき，

B は可約であるという．

注意 4 　方程式 ER が既約であることを，いかなる相似変換に対してもより小さな階数の方程式

が取り出せないことと定義すると，gauge変換によって方程式の既約性は変わらないことから，

方程式 ER の既約性は，その標準形 ẼR に対する組B の既約性と同値である．

　

命題 2により，次のようにして方程式の基本データを定義することができる．

定義 5 　 Bξ(ξ = 0,∞)の Jordan標準形を
⊕lξ

i=1

⊕si

j=1 J(αξ
i , t

ξ
i, j)とおき，

(J(α, t)は t次の Jordan細胞で，m ≥ tξi, j ≥ tξi, j+1 ≥ 0とする )

mξ
i, k ∈ Z>0 を，固有値 αξ

i に対する Young図形の tξi, j の共役とするとき，整数の組

Sξ := (mξ
1,1 . . .mξ

1,tξ
1,1

, . . . ,mξ
lξ,1 . . .mξ

lξ,tξ
lξ,1

)

を Bξ のスペクトルタイプと呼ぶ．

定義 6 　任意の ai ∈ {a ∈ C ; detB(a) = 0}に対して，次のようにおく．

ni
j := dim

( j−1∩
t=0

ker
dtB̃

dxt
(ai)

)
(m − 1 ≥ ni

ki
> ni

ki+1 = 0),

B̃(x) := diag(di) ∼ B(x) (di は単因子で，di 6= 0 となる).

このとき，整数の組 Sdet := (n1
1 . . . n1

k1
, . . . , nl

1 . . . nl
kl

)を B(x)のスペクトルタイプと呼ぶ．

これらを方程式 ER の基本データと考えることにする．
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定義 7 　組 S(ER) := (S0; S∞;Sdet)を方程式 ER のスペクトルタイプと呼ぶ．

ここで次の条件を以後仮定する．

定義 8 　 Bξ(ξ = 0,∞)は可逆で，Bξ の任意の固有値 αξ
i に対し

αξ
i /αξ

j /∈ {qk; k ∈ Z>0} (1 ≤ i, j ≤ m)が成立する．

以上の準備の下，方程式 ER の rigidity indexを次のように定義する．

定義 9 (rigidity index)　方程式 ER の rigidity index : idx(ER)を，次式で定義する．

idx(ER) :=
∑

ξ=0,∞

lξ∑
i=1

tξ
i,1∑

j=1

(mξ
i, j)

2 +
l∑

i=1

ki∑
j=1

(ni
j)

2 − Nm2.

　

まず重要な事実として，次のことがわかる．

命題 10

(i)
lξ∑

i=1

tξ
i,1∑

j=1

mξ
i, j = m,

l∑
i=1

ki∑
j=1

ni
j = Nm.

(ii) ni :=
∑ki

j=1n
i
jは多項式 detB(x)の零点 aiの重複度．

(iii) idx(ER)は偶数．

さらに，方程式 ER のアクセサリー・パラメーターを次のように定義する．　

定義 11 　スペクトルタイプ S(ER)を持つ方程式の空間の gauge変換による商空間をとり，αξ
i , ai

を固定した時の座標を，S(ER)型方程式のアクセサリー・パラメーターと呼び，アクセサリー・

パラメーターを持たない方程式は rigidであるという．

この方程式のアクセサリー・パラメーターの個数については，次のことが予想される．

予想 12 　 S(ER)型方程式のアクセサリー・パラメーターの個数は，2− idx(ER)で与えられる．
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3 線形 q 差分方程式の q-middle convolution

　第 2章においては，一般の有理関数係数の方程式 ER : σxY (x) = R(x)Y (x)に gauge変換を

施すことにより，標準形 ẼR : σxỸ (x) = B(x)Ỹ (x)に帰着させて考えたが，さらに gauge変換を

施し，次の方程式を考えることにする．

　 A = (A1, . . . , AN , A∞) ∈ (Mm(C)\{0})N+1, b = (b1, . . . , bN ) ∈ (C∗)N (i 6= j ⇒ bi 6= bj)に

対し，方程式 EA,b を次で定義する．

EA,b : σxY (x) = A(x)Y (x), 　 A(x) := A∞ +
N∑

i=1

Ai

1 − b−1
i x
． (3)

ここで一般には標準形 ẼA,b : σxỸ (x) = B(x)Ỹ (x)は次のように与えられる．

B(x) = T (x)A(x),　 T (x) :=
N∏

i=1

(1 − b−1
i x)．　　　　 (4)

さらにこのとき，次が成立することは直ちにわかる．

A0 = 1m − B0, A∞ = b∞B∞, A0 := 1m −
N∑

i=1

Ai − A∞, b∞ :=
N∏

i=1

(−bi), (5)

rankAi =

{
m − nk

1 (bi = ak)
m (detB(bi) 6= 0)

(1 ≤ i ≤ N, nk
1 := dimkerB(ak)). (6)

　

このことから，detA∞ 6= 0 ⇔ detB∞ 6= 0とわかるが，ẼA,b : σxỸ (x) = B(x)Ỹ (x)における

条件 detB∞ 6= 0は，解の構成の意味でも重要な条件であることが次で知られている．

命題 13 (Birkhoff)([4])　方程式 σxY (x) =
∑N

i=0 Bix
i · Y (x)において B0, B∞ := BN が可逆か

つ対角化可能で，それらの固有値 θi, κi(1 ≤ i ≤ m)が θi/θj , κi/κj /∈ {qk; k ∈ Z>0}を満たすとき
B0 = C0q

D0C−1
0 , B∞ = C∞qD∞C−1

∞ , D0 := diag(log θi/ log q), D∞ := diag(log κi/ log q)

(C0, C∞ ∈ GLm(C))と表せば，次の条件を満たす方程式の解 Y0(x), Y∞(x)が一意に定まる．

Y0(x) = Ŷ0(x)xD0 , (7)

Y∞(x) = qNu(u−1)/2Ŷ∞(x)xD∞ ,　 u := log x/ log q. (8)

ここで Ŷ0(x), Ŷ∞(x)はそれぞれ x = 0,∞で正則かつ可逆で，Ŷ ±1
0 (x), Ŷ ±1

∞ (x)はともに領域

{x ∈ C; 0 < |x| < ∞}に有理的に解析接続可能であり，Ŷ0(0) = C0, Ŷ∞(∞) = C∞ を満たす．
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このことから，一般の有理関数係数の方程式 ER に対し，次のように定義する．

定義 14 (Fuchsian) 　方程式 ER : σxY (x) = R(x)Y (x) (R(x) は有理関数) の標準形 ẼR :

σxỸ (x) = B(x)Ỹ (x), B(x) =
∑N

i=0 Bix
i に対し，B0, B∞ が可逆であるとき，ER は N 次の

Fuchs型方程式であるといい，その空間を E ′
N と表す．

まず，方程式 EA,b に対して次のように q-convolutionを定義する．

定義 15 (q-convolution)　方程式 EA,b の空間を E とするとき，
EA,b ∈ E , λ ∈ Cに対し，q-convolution cλ : E −→ E (EA,b 7−→ EG,b)を次式で定義する．

G := (G1, . . . , GN , G∞) ∈ (M(N+1)m(C))N+1,

Gi := (δs,i+1(At−1 + δt,i+1λ
′1m))1≤s,t≤N+1 =

 O
A0 · · · Ai + λ′1m · · · AN

O

 〈i + 1,

G∞ := 1(N+1)m − Â,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (λ′ := qλ − 1, 1 ≤ i ≤ N)

Â := (At−1)1≤s,t≤N+1 =

A0 · · · AN

...
. . .

...
A0 · · · AN

 , A0 := 1m − A∞ −
N∑

j=1

Aj .

(9)

　さらに，次のようにして q-middle convolutionを定義することができる．

定義 16 (q-middle convolution)　 VN+1(V := Cm)のG不変な部分空間

K := KV :=
N⊕

i=0

kerAi, L := LV(λ) := ker(Â + λ′1(N+1)m) (10)

を用いてGの VN+1/(K + L)への作用 Ḡをとり，q-middle convolution mcλ を

mcλ : E −→ E (EA,b 7−→ EḠ,b)と定義する．

今後加群 (A,V), (G,VN+1), (Ḡ,VN+1/(K+L))をそれぞれ V, VN+1, VN+1/(K+L)と略記し

cλ(A) := G, cλ(V) := VN+1, mcλ(A) := Ḡ, mcλ(V) := VN+1/(K + L)と表すことにする．
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この q-middle convolutionとして満たすことが期待される基本的性質は，次の 3つである．

・Fuchsianの保存

・方程式の既約性の保存

・rigidity indexの保存

以上の性質についてこれより見ていくのであるが，その前にこの q-convolutionが，Jackson積分∫ ∞

0

f(s) dqs := (1 − q)
∞∑

n=−∞
qnf(qn)

を用いた，Euler変換の q 類似により実現されることを紹介しておく．

定理 17 　方程式 EA,b の解 Y (x)に対し，関数 Ŷ (x) := t(Z0(x), . . . , ZN (x))を

Zi(x) :=
∫ ∞

0

Pλ(x, s)
s − bi

Y (s) dqs, b0 := 0, Pλ(x, s) :=
(qλ+1sx−1; q)∞

(qsx−1; q)∞
(11)

として定義すると，Ŷ (x)は方程式 EG,b の解を与える．

　 q-middle convolutionを定義するために用いた核空間について，まず次のことが成立する．

命題 18 　線形空間 K,LはG不変．

これにより上の q-middle convolutionは意味をもち，次の重要な公式が示される．

命題 19 　

(i) λ = 0のとき，Kは Lの部分空間で，L = {t(v0, . . . , vN );
N∑

i=0

Aivi = 0}が成立する．

(ii) λ 6= 0のとき，K ∩ L = 0であり，L = {t(h, . . . , h);h∈ ker(A∞ − qλ1m)}及び，

次元公式 : dim(mcλ(V)) =
N∑

i=1

rankAi + rank(B0 − 1m) + rank(B∞ − b−1
∞ qλ1m) − m

が成立する．

ここで一般に，mcλ は N 次の Fuchs型方程式を N 次の Fuchs型方程式にうつすことがわかる．
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定理 20 (Fuchsian)　mcλ は N 次の Fuchs型方程式の空間 E ′
N に対して，閉じて作用する．

　

ここで，以後 V に対して次の条件 (∗), (∗∗)を仮定する．
(これらは dimV = 1,または，Aが既約かつ dimV > 1のときには十分成立する)

定義 21 　 I := {0, . . . , N}とするとき，条件 (∗), (∗∗)を次式で定義する．

(∗) : ∀i ∈ I,∀τ ∈ C ;
∩
j 6=i

kerAj∩ker(Ai+τ1m)=0, (12)

(∗∗) : ∀i ∈ I,∀τ ∈ C ;
∑
j 6=i

imAj +im(Ai+τ1m)=V. (13)

この結果，次の重要な事実が示される．

命題 22 　mc0(V) ' V が成立する．

命題 23 　mcλ は性質 (∗), (∗∗)を保存する．

以上のことから，次の定理を得る．

定理 24 (irreducibility)　mcλ は既約性を保存する．

　残る最後の問題である rigidity indexの保存については，次のことが成立する．

定理 25 (rigidity index)　max1≤i≤l ki = 1のとき，mcλ は rigidity indexを保存する．
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　　　 38,145-154(1996).

[6]　 Sakai.H, A q-analog of the Garnier system, Funkcialaj Ekvacioj,48,273-297(2005).

[7]　 K.Kajiwara, T.Masuda, M.Noumi, Y.Ohta and Y.Yamada, Hypergeometric solutions
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