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1 一般化三角関数
p, q > 1を定数とし，x ∈ [0, 1]に対して

arcsinpq x =

∫ x

0

dt
p
√
1− tq

と定義する．その逆関数を一般化三角関数 sinpq x という (例えば P. Lindqvist

(1995), P.Drábek-R.Manásevich (1999))．すなわち，sinpq : [0, πpq/2] → [0, 1]

は全単射かつ単調増加，ここで

πpq = 2arcsinpq 1 = 2

∫ 1

0

dt
p
√
1− tq

.

特に sin22 x = sin x, π22 = πである．関数 sinpq xを，sinxのように周期 2πpqの
奇関数としてR全体に拡張したものを，改めて sinpq xと表す．
関数 y = sinpq xは微分方程式

(|y′|p−2y′)′ +
(p− 1)q

p
|y|q−2y = 0

を満たす．したがって有名な (p, q)-固有値問題{
(|u′|p−2u′)′ + λ|u|q−2u = 0, 0 < x < L

u(0) = u(L) = 0

の非自明解 (λ,±u)は，sinpq xを用いて次のように書き表すことができる：任意
の n ∈ N, R > 0に対してλ = λn(R) =

(p− 1)q

p

(nπpq

L

)p

Rp−q,

u = un,R(x) = R sinpq

(nπpq

L
x
)
.

2 一般化ヤコビ楕円関数
sinpq xに合わせて，講演者はヤコビ楕円関数 sn (x, k)を次のように一般化した．
p, q > 1を定数とし，x ∈ [0, 1], k ∈ [0, 1)に対して

arcsnpq(x, k) =

∫ x

0

dt
p
√

(1− tq)(1− kqtq)



と定義する．その逆関数を snpq(x, k)で表す．すなわち，snpq : [0, Kpq(k)]→ [0, 1]

は全単射かつ単調増加，ここで

Kpq(k) = arcsnpq(1, k) =

∫ 1

0

dt
p
√

(1− tq)(1− kqtq)
.

特に sn22 (x, k) = sn (x, k), K22(k) = K(k) (第 1種完全楕円積分)であり，p > 2

のとき

sinpq x ←−
k→+0

snpq(x, k) −→
k→1−0

sin p
2
,q x(1)

πpq

2
←−
k→+0

Kpq(k) −→
k→1−0

π p
2
,q

2
.(2)

関数 snpq(x, k)を，sin xのように周期 4Kpq(k)の奇関数としてR全体に拡張した
ものを，改めて snpq(x, k)と表す．
関数 y = snpq(x, k)は微分方程式

(|y′|p−2y′)′ +
(p− 1)q

p
|y|q−2y(1 + kq − 2kq|y|q) = 0

を満たす．したがって境界値問題

(3)

{
(|u′|p−2u′)′ + λ|u|q−2u(1− |u|q) = 0, 0 < x < L

u(0) = u(L) = 0

の非自明解 (λ, u)を，snpq(x, k)を用いて次の主結果にあるように書き表せる．

3 主結果
境界値問題 (3)の非自明解 (λ,±u)で ∥u∥∞ < 1を満たすものは以下で表され

る：任意の n ∈ N, k ∈ (0, 1)に対して
λ = λn(k) =

(p− 1)q

p
(1 + kq)

(
2kq

1 + kq

) p
q
−1 (

2nKpq(k)

L

)p

,

u = un,k(x) =

(
2kq

1 + kq

) 1
q

snpq

(
2nKpq(k)

L
x, k

)
.

1 < p ≤ 2の場合，非自明解はこれ以外に存在しない．一方，p > 2の場合は，各
n ∈ Nに対して，k → 1− 0とすると (1), (2)より λn(k), un,k(x)はそれぞれ

(4)


λ =

2(p− 1)q

p

(
nπ p

2
,q

L

)p

,

u = sin p
2
,q

(
nπ p

2
,q

L
x

)
に収束する．この解は ∥u∥∞ = 1を満たす．また，Lの代わりにL− ℓ (0 < ℓ < L)

としたときの (3)の解 (4)を利用して，∥u∥∞ = 1を満たす連続体濃度の (4)の多
重解を構成できる．以上ですべての解が得られる．さらに，(4)の関数 uはその
解表示から (p

2
, q)-固有関数でもあることがわかる．詳しくは講演で述べる．


