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Liouville-Gel’fand方程式と呼ばれる以下の半線形楕円型方程式のDirichlet境界値
問題について議論する.

(LG)

{
∆u+ λeu = 0 in Ωε,

u = 0 on ∂Ωε.

ここで λ > 0は (分岐)パラメータであり, Ωε は 0 < ε < 1に対して

Ωε :=
{
x ∈ R2; ε < |x| < 1

}
で定義される 2次元の円環領域である.

(LG)の解構造に関しては,まず [2, 3]において球対称解の構造が決定されている.
より具体的には, (LG) の球対称解は分岐図上 ((λ, u) 平面上) で枝を成し, その枝は
(λ, u) = (0, 0)から出発して λの大きい方へ伸び,その後一度だけ折り返して λの小

さい方へ伸び, λ → 0のとき解 uが全ての点で正の無限大に発散 (爆発)することが示
されている.非球対称解については, [2]において,球対称解の枝上に無限個の分岐点が
あり,そこから非球対称な解が現れるということが示されている. [3] においても非球
対称解の考察がなされており,全ての自然数 k に対して, 2π/k 回転対称で

∫
Ω eudxの

値が大きいような非球対称解が得られている.加えて [1] では,与えられた自然数 kに

対し, λ → 0のとき k 点爆発するような解を構成している ([1] では円環領域のみでな
く一般の単連結でない 2次元領域においてこの事実を示している).
これらの結果をまとめると (LG)の分岐図は下のようになる. この図から,分岐し

た非球対称解は λの小さい方へ伸び, λ → 0のとき正多角形の頂点で爆発すると予想

される.この予想に対する証拠を提出することが本研究の目的となる.そのために特に
円環の内径,即ち εが小さい場合について,非球対称解の構造を考察する.
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接合漸近展開法を用いた形式的計算によって, 0 < ε ≪ 1に対して次のような (LG)
の近似解を得ることができる.

λε = Aε(
B
2
−1), uε(x) =

(
B

2
− 2

B

)
log ε−1 + U

(
ε−(

1
2
− 1

B )x
)
.

ただし A > 0と B ≥ 2はパラメータであり, U は次の方程式の解である.

(LE)


∆U +AeU = 0 in R2 \ {0},

U(x) =

{
(B − 2) log |x|+ o(1) as |x| → 0,

− (B + 2) log |x|+ o(1) as |x| → ∞.

これが実際近似解になっていることは,まず (λ, u) = (λε, uε)が (LG)の第 1式を満た

すことが容易に確かめられ,さらに 0 < ε ≪ 1のとき, (LE)の第 2式から,

|x| = 1 ⇒ uε(x) ∼
(
B

2
− 2

B

)
log ε−1 − (B + 2) log ε−(

1
2
− 1

B ) = 0,

|x| = ε ⇒ uε(x) ∼
(
B

2
− 2

B

)
log ε−1 + (B − 2) log ε(

1
2
+ 1

B ) = 0

となり境界条件も近似的に満たされることから分かる.
方程式 (LE)は次のような明示的な非球対称解を持つ.

(A,B,U) = (8k2(1− ρ2), 2k, Uk,ρ,γ),

Uk,ρ,γ(x) = log
1

r2{rk + r−k − 2ρ cos(kθ + γ)}2
.

ただし x = (r cos θ, r sin θ), k ∈ N, 0 < ρ < 1, γ ∈ R/2πZである.この解を基に, (LG)
の非球対称解を構成することができる.

Theorem 1. k = 2, 3, ...と 0 < ρ < 1, γ ∈ R/2πZに対して, ε → 0のとき次の漸近展

開を持つ (LG)の解 (λ, u) = (8k2(1− ρ2)εk−1, uε)が存在する.

uε =

(
k − 1

k

)
log

1

ε
+ Uk,ρ,γ

(
ε−

k−1
2k ·

)
+O

(
ε

k−1
2

)
in L∞(Ωε).

k = 1に対応する解も,近似解を修正することで得ることができる. この結果から,
分岐してきた非球対称解の構造に関する予想が,少なくとも εが小さいときに正しい

ことが示唆される.
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