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次の準線形退化型Keller-Segel系の初期値境界値問題の解の爆発の可能性について考える:

(KS)



∂u

∂t
= ∇ · (ϕ(u)∇u) −∇ · (ψ(u)∇v) in B × (0,∞),

∂v

∂t
= ∆v − v + u in B × (0,∞),

∂u

∂ν
= 0,

∂v

∂ν
= 0 on ∂B × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ B.

ここでB := {x ∈ RN ; |x| < 1}, N ∈ N (N ≥ 2), u0, v0 は非負値関数とし, ϕ,ψには以下を仮定する:

ϕ ∈ C ([0,∞)) ∩ C1((0,∞)), ψ ∈ C1([0,∞)), ϕ(0) = ψ(0) = 0, ϕ, ψ > 0 on (0,∞);(1)
ψ(ξ)/ϕ(ξ) ≥ ξα (∃α > 2/N, ξ ≥ ∃ ξ0 > 0).(2)

問題 (KS)に関連する先行結果としては以下の 2つが知られている.

(I)べき乗退化型 (Ishida-Yokota [1]): B = RN , ϕ(u) = um−1, ψ(u) = uq−1 とし条件 (1) [m > 1, q ≥ 2]
及び条件 (2) [q > m + 2/N ] を仮定すると, 小さな初期値に対して (KS)の大域的弱解が存在する.

(II)非退化型 (Winkler [2]): 条件 (1) で ϕ(0) = 0 の代わりに ϕ(0) > 0 (非退化型)を仮定し, さらに条

件 (2) を仮定する. このときある (u0, v0) ∈
(
C∞(B)

)2
に対して, B × [0, T0) (0 < T0 ≤ ∞) 上の (KS)

の古典解 (u, v) が存在し, limt↑T0‖u(·, t)‖L∞(B) = ∞ が成立する.

(I)では初期値が大きいときが未解決問題として残されており, (II)は非退化型なので (KS)には直接適
用できない. 本研究の目的は (I)で残された未解決問題に解答を与えることである. ここでは次のような
強解の存在を仮定することにより, 解の爆発を示唆する以下の主張が得られた.

定義. 以下の (a), (b), (c)をみたす (u, v) を [0, T0) (0 < T0 ≤ ∞) 上の (KS)の強解という:
(a) u ∈ C([0, T0);L∞(B)) ∩ H1(0, T ;L2(B)), ∇ · (ϕ(u)∇u) ∈ L2(0, T ;L2(B)) (∀T ∈ (0, T0));
(b) v ∈ C([0, T0);L∞(B)) ∩ H1(0, T ;L2(B)), ∆v ∈ L2(0, T ; L2(B)) (∀T ∈ (0, T0));
(c) u, vは (KS)を a.e.でみたす.¶ ³
主定理. N ≥ 2とし, ϕ, ψに対して (1), (2)及び次の (3)を仮定する:

(3) lim
ξ→0

ψ(ξ)2/ϕ(ξ) < ∞.

さらに任意の初期値 (u0, v0) ∈ (L∞(B))2 with (∇· (ϕ(u0)∇u0, ∆v0) ∈
(
L2(B)

)2 に対して最大存在
時刻 T0 = T0

(
‖u0‖L∞(B), ‖v0‖L∞(B)

)
∈ (0,∞]と [0, T0)上の (KS)の強解が存在すると仮定する. こ

のときある初期値 (u0, v0) ∈
(
C∞(B)

)2
に対して (KS)の強解 (u, v) で limt↑T0‖u(·, t)‖L∞(B) = ∞

をみたすものが存在する.µ ´
証明の方針は [2]と同様であり, 有界な大域解が存在すると仮定し矛盾を導くことである. 証明の鍵は

有界な大域解のノルム評価を [2]と全く異なる方法で導くことである.
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