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N ∈ Nとし, 次の複素Ginzburg-Landau方程式に対する初期値問題について考える:

(CGL)


∂u

∂t
− (λ+ iα)∆u+ (κ+ iβ)|u|q−2u− γu = 0 in RN × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN .

ここでu = u(x, t)は複素数値の未知関数で, u0 ∈ H1(RN) ∩ Lq(RN),

(1) λ > 0, κ > 0, α, β, γ ∈ R, q ≥ 2

とする. 今回考えたいのは, 非線形項のべき qに上からの制限を付けない場合である.

(CGL)の大域的強解 (後述の定義参照)の存在については, 全空間の場合にはGinibre-

Velo [1, Proposition 5.1], 有界領域の場合にはOkazawa-Yokota [3, Theorem 1.1]の結
果があるが, そこでは (α/λ, β/κ)に対して次の条件が仮定されている:

(2)
(α
λ
,
β

κ

)
∈ CGL

(2√q − 1

q − 2

)
.

ここでCGL(y0) (0 < y0 ≤ ∞)は次で与えられるR2の領域である:

CGL(y0) :=
{
(x, y) ∈ R2; xy ≥ 0 or

|xy| − 1

|x|+ |y|
< y0

}
, CGL(∞) := R2.

しかし, [1]の証明は合成積による非線形項の正則化を必要とするために複雑であり, [3]

の証明に使う抽象定理 [3, Theorem 4.1]は (有界領域における (−∆)−1/2のコンパクト
性に相当する条件を必要とするので) (CGL)に直接適用できない.

本講演では, Okazawa-Yokotaの抽象定理を直接適用できる以下の問題 (CGL)Rを考
え, その解uR(·)のR → ∞としたときの極限により (CGL)の大域的強解u(·)が容易に
得られることを紹介したい:

(CGL)R


∂u

∂t
+ (λ+ iα)(−∆+ VR)u+ (κ+ iβ)|u|q−2u− γu = 0 in RN × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ RN .

ここでVR ∈ C1(RN ; [0,∞)) (R ≥ 0)は次のようにとる (無限遠方で発散する):

(3) VR(x) :=

{
(|x| −R)2 if |x| > R,

0 if |x| ≤ R.
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(CGL)R では u0 ∈ H1(RN) ∩ D(V
1/2
R ) ∩ Lq(RN) を満たす初期値を考える. ここで

D(V
1/2
R ) := {u ∈ L2(RN); V

1/2
R u ∈ L2(RN)} は (·, ·)L2 + (V

1/2
R ·, V 1/2

R ·)L2 を内積にもつ
Hilbert空間である. 特にVR(x) → ∞ (|x| → ∞)であるから, (−∆+VR)

−1が (したがっ
て (−∆+ VR)

−1/2も) L2(RN)でコンパクトであることに注意する (例えばOkazawa [2,

Theorem 4.1]参照).

(CGL)R及び (CGL)に対する大域的強解の定義と得られた結果は以下の通りである.

定義. 関数u(·) ∈ C([0,∞);L2(RN))は次の3条件を満たすとき, (CGL)R の大域的強解
であるという:

(a) u(t) ∈ H2(RN) ∩ L2(q−1)(RN), VRu(t) ∈ L2(RN) a.a. t > 0;

(b) (∂u/∂t)(·), ∆u(·), VRu(·), |u|q−2u(·) ∈ L2(0, T ;L2(RN)) (∀T > 0);

(c) u(·)は (0,∞)上 a.e.で (CGL)Rを満たす.

また, VRを 0に置き換えて (a)–(c)を満たす関数 u(·) ∈ C([0,∞);L2(RN))を (CGL)の
大域的強解という. 条件 (b)より, u(·)が (CGL)Rまたは (CGL)の大域的強解ならば,

u(·) ∈ H1(0, T ;L2(RN)) ⊂ C0,1/2([0, T ];L2(RN)) (∀T > 0)であることに注意する.

定理 1. N ∈ N, R ≥ 0とし, λ, κ, α, β, γ, q は (1), (2)を満たすとする. そのとき任
意の初期値 u0 ∈ H1(RN) ∩ D(V

1/2
R ) ∩ Lq(RN)に対して (CGL)Rの大域的強解 u(·) ∈

C([0,∞);L2(RN)) が存在する. さらに, 次が成立する:

u(·) ∈ C([0,∞);H1(RN) ∩D(V
1/2
R ) ∩ Lq(RN)),(4)

∥u(t)∥L2 ≤ eγt∥u0∥L2 , t ≥ 0,(5)

ER(u(t)) + η

∫ t

0

{
δ2∥(−∆+ VR)u(s)∥2L2 + ∥u(s)∥2(q−1)

L2(q−1)

}
ds ≤ eγ+qtER(u0).(6)

ここでγ+ := max{γ, 0}, ER(u) := (δ2/2)
[
∥∇u∥2L2 + ∥V 1/2

R u∥2L2

]
+ (1/q)∥u∥qLqで, δ > 0

及びη > 0はλ, κ, α, β, qに依存する定数である.

定理 2. N ∈ Nとし, λ, κ, α, β, γ, qは (1), (2)を満たすとする. そのとき任意の初期値
u0 ∈ H1(RN) ∩ Lq(RN)に対して (CGL)の大域的強解u(·) ∈ C([0,∞);L2(RN)) が存在
する. さらに, (5)と次が成立する:

u(·) ∈ C([0,∞);H1(RN) ∩ Lq(RN)),(7)

E∞(u(t)) + η

∫ t

0

{
δ2∥∆u(s)∥2L2 + ∥u(s)∥2(q−1)

L2(q−1)

}
ds ≤ eγ+qtE∞(u0), t ≥ 0.(8)

ここでE∞(u) := (δ2/2)∥∇u∥2L2 + (1/q)∥u∥qLqで, γ+, δ, ηは定理 1における定数と同じ
ものである.
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