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1 Introduction

完備リーマン多様体 (M, g)上の Schrödinger方程式の初期値問題を考える:

i∂tu = Hu on R × M ; u|t=0 = u0 ∈ L2(M), H = −1

2
∆g.

H は L2上自己共役なので, (Stoneの定理によって) 唯一つの強連続 1パラメータユニタ
リ群 (発展作用素) e−itH を生成し, 解は u(t) = e−itHu0 ∈ C(R; L2(M))で与えられる.

本講演では散乱多様体と呼ばれるユークリッド空間の極座標表示を一般化した end構
造を持つ非コンパクト多様体に対する e−itH のパラメトリックス (近似作用素) の構成に
ついて考察する. また, 応用として得られる Strichartz評価と呼ばれる平滑化作用につい
ても, 時間が許せばお話ししたい.

1.1 ポテンシャルを伴ったSchrödinger方程式

まず, Rd上の Schrödinger方程式を例として発展作用素と古典力学との関係を述べる.

ih∂tu = Hhu; u|t=0 = u0 ∈ L2(Rd), Hh = −h2

2
∆ + V (x).

ここでポテンシャルに対しては V ∈ C∞(Rd; R), |∂α
x V (x)| ≤ Cα (|α| ≥ 2) を仮定する. 次

の形の ansatzを考える (これをWKB近似という):

uN(t, x) = (2πh)−d/2

∫
eiϕt(x,ξ)/h

N∑
j=0

hjat,j(x, ξ)û0(ξ)dξ. (f̂ = Ff は Fourier変換)

これを方程式に代入すると, 以下のHamilton-Jacobi方程式と輸送方程式が得られる:

∂tϕt +
1

2
|∇xϕt|2 + V (x) = 0; ϕ0(x, ξ) = x · ξ.{

∂tat,0 + ∇xϕt · ∇xat,0 + 1
2
|∇xϕt|2at,0 = 0; at,0|t=0 = 1,

∂tat,j + ∇xϕt · ∇xat,j + 1
2
|∇xϕt|2at,j = − i

2
∆at,j−1; at,j|t=0 = 0, 1 ≤ j ≤ N.

この二つの方程式は特性曲線の方法を用いて以下のような手順で解くことが出来る:

(1) 全エネルギー p(x, ξ) = 1
2
|ξ|2 + V (x)が生成するHamilton流 (Xt, Ξt)を考える:{

Ẋt = ∇ξp = Ξt; Ξ̇t = −∇xp = −∇xV (Xt)

(Xf t, Ξt)|t=0 = (x, ξ)
(Hamilton方程式)

特に, R2d 3 (x, ξ) 7→ (Xt, ξ)が微分同相であることを示す. 逆写像を (x, ξ) 7→ (Yt, ξ)

とおくと, 写像 s 7→ (Xs(Yt(x, ξ), ξ), Ξs(Yt(x, ξ), ξ))は s = 0における初期運動量が
ξ, s = tにおける位置が xであるようなHamilton方程式の解になる.
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(2) Lagrangian L = ∇ξp · ξ − p = 1
2
|ξ|2 − V (x) に対して, ϕtを以下の作用積分で定義す

るとHamilton-Jacobi方程式をみたすことが分かる:

ϕt(x, ξ) = x · ξ +

∫ t

0

L(Xs(Yt(x, ξ), ξ), Ξs(Yt(x, ξ), ξ))ds.

(3) 輸送方程式はベクトル場∇xϕtに沿った流れに関する特性曲線の方法を用いて解け
る. (ここでは省略する.)

実際に, 上記の V の仮定の下では tが十分小さければ相関数ϕtと振幅 at,jを構成すること
が出来る. また, N → ∞としたときの振幅の極限も存在して, それを atと書けば方程式
の解は Fourier積分作用素 (FIO)で表される (cf. [4, 7]):

u(t, x) = e−itHh/hu0(x) = (2πh)−d/2

∫
eiϕt(x,ξ)at(x, ξ)û0(ξ)dξ, |t| ¿ 1.

ステップ (2)の Hamilton流の微分同相性を示すことが重要で, そのためには∇xXt ≈ Id

となれば良い. Ẋtは p(x, ξ)の ξ微分なので, 結局以下が成り立てば, |t| ¿ 1のとき解は
FIOで書けることが分かっている ([12]):

|∂α
x ∂β

ξ p(x, ξ)| ≤ Cαβ for |α + β| ≥ 2 (pは高々2次型) (1.1)

以上, 大まかにいえば Schrödinger作用素が与えられたとき, その主シンボルが生成す
る Hamilton流 (即ち, Laplacianならば測地流) の漸近挙動を調べることで, 解 u(t, x)の
性質を調べることが出来るというのが基本的な考え方である.

注. 多様体上の Laplacianは (1.1)を満たさないが, supp û0 ⊂ {|ξ| . λ}と仮定すると
|t| ¿ λ−1までは解をFIOで表すことができる. しかし, これだけでは Strichartz評価の証
明には不十分で, 初期値に対する余分な正則性が必要になってしまう.

1.2 散乱多様体

M を d次元完備C∞多様体 (d ≥ 2)として次の分解を仮定する :

M = Mc ∪ M∞, Mc b M, M∞ ∼= R+ × S, R+ := (0,∞).

Mc は相対コンパクトな部分集合, S は d − 1次元閉多様体とする. 以下では微分同相
ι : M∞ 3 x 7→ (r(x), θ(x)) ∈ R+ ×Sを一つ固定し, M∞ = R+ ×Sと同一視して考え, M∞

上の座標系として (r, θ) ∈ R+ ×Sを用いる. また, r(x)は r ≡ 1 on McをみたすようにM

全体に拡張しておく.

gをM 上のリーマン計量とする. r ≥ 1に滑らかに依存する S上のリーマン計量 gS(r)

が存在して, [1,∞) × S上で gは以下のように書けると仮定する:

g = dr2 + r2σgS(r) = dr2 + r2σ

d−1∑
j,k=1

gS,jk(r, θ)dθjdθk. (1.2)

以下では Einsteinの総和規約を用いて,
∑d−1

j,k=1は書かないことにする. σは体積要素の増
大度を表すパラメータであり, 特に σ = 1の場合, gは散乱計量, (M, g)は散乱多様体と呼
ばれる. σ = 1, S = Sd−1とした場合がユークリッド空間の極座標表示に対応している.

kS(r, θ, ω)を gS(r)に付随した運動エネルギー,すなわち−1
2
∆gS(r)の主シンボルとする:

kS(r, θ, ω) =
1

2
gjk

S (r, θ)ωjωk ∈ C∞((1,∞) × T ∗S; R), (gjk
S )j,k = (gS,jk)

−1
j,k .
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仮定 A. (i) gjk
S は rによらず一様楕円型で, 任意の (`, α) ∈ Zd

+ := Nd ∪ {0}に対して

|∂`
r∂

α
θ gjk

S (r, θ| ≤ C`αr−` on [1,∞) × T ∗S.

(ii) (凸性条件) あるR, ε > 0が存在して

2σkS − r∇rkS ≥ εkS on [R,∞) × T ∗S.

注. S上の rに依存しない一様楕円型 (逆)計量 hjk
S (θ)と定数 δ0 < 1, δ1 < 2σ(1 − δ0)が存

在して, mjk := gjk
S − hjk

S が次をみたすとする: mjk ≥ −δ0h
jk
S , r∇rm

jk ≤ δ1h
jk
S . このと

き ε = 2σ(1 − δ0) − δ1ととれば, gjk
S は仮定 A (ii) をみたす. 特に, ∂`

r∂
α
θ mjk = O(〈r〉−l),

supl+|α|≤1 〈r〉
`|∂`

r∂
α
θ mjk| ¿ 1 ならば 仮定 Aが成り立つ. 例えばmjk = ν sin(log 〈r〉)δjk,

0 < ν ¿ 1, など.

注. 凸性条件から次のMourre型不等式が得られる:

{K, {K, r2}} ≥ εK on [R,∞) × T ∗S.

ここでKは gに付随した運動エネルギー (−1
2
∆gの主シンボル), {·, ·}はPoisson括弧であ

る. 量子力学系に対するMourreの不等式は波動作用素が存在するための十分条件の一つ
なので, 大まかにいって凸性条件のもとで古典力学的粒子は散乱すると期待できる.

さらに, より強い仮定として以下の長距離型条件も考える:

仮定 B (長距離型条件). mjk = gjk
S − hjk

S に対して, ある µ > 0が存在して,

∂`
r∂

α
θ mjk(r, θ) = O(r−µ−`), r → +∞

以上の準備をもとに, 以降の節では常に以下を仮定する:

• gSは仮定Aをみたす.

• 「σ > 1」 or 「σ = 1かつ µ + σ > 1をみたす µ > 0に対して仮定Bをみたす」

2 M∞上のHamilton流

gに付随した運動エネルギーをK ∈ C∞(T ∗M ; R)とすると

K(r, θ, ρ, ω) =
1

2
ρ2 + r−2σks(r, θ, ω), (r, θ, ρ, ω) ∈ T ∗([1,∞) × S) ∼= [1,∞) × S × R2d.

次のHamilton方程式の解 (Kが生成するHamilton流) をΦt = (rt, θt, ρt, ωt)とおく:

ṙt = ∇ρK(Φt) = ρt, ρ̇t = −∇rK(Φt) = r−2σ−1
t (2σkS − r∇rkS),

θ̇t = ∇ωK(Φt) = r−2σ
t ∇ωkS, ω̇t = −∇θK(Φt) = −r−2σ

t ∇θkS,

初期値および初期エネルギーをΦ0 = (r, θ, ρ, ω), E0 := K(Φ0)とおく.

この節ではΦtの “初期エネルギーE0に依存しない時間区間”での有限時間挙動を調べ
る. まず, Φtは次の斉次性とエネルギー保存則を持つ:

(rt, θt, ρt, ωt)(r, θ, ρ, ω) = (rλt, θλt, λρλt, λωλt)(r, θ, ρ/λ, ω/λ), λ > 0; K(Φt) = K(Φ0).

また, エネルギー保存則と kSの楕円性から次が直ちに分かる:

|ρt| ≤
√

2E0, |ωt|2 . kS(Φt) ≤ r2σ
t E0 for Φ0 ∈ T ∗((R,∞) × U) ∩ K−1(I), U b S.

従って λ =
√

2E0ととれば次のようにE0 ≈ 1の場合に帰着できる:
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エネルギー= E0の |t| . 1までの挙動 ⇔ エネルギー≈ 1の |t| .
√

E0までの挙動.

I b (0,∞)を有界区間 (例えば, I = (1/4, 4)とすればよい)に対して, 外向き (+)・内向き
(−)領域を次で定義する:

Γ±(R, δ) := {r, θ, ρ, ω); r > R, θ ∈ U, E0 ∈ I, ±ρ > −δ
√

2E0}, δ ∈ (−1, 1).

δ > 0ならば T ∗((R,∞) × S) ∩ K−1(I) ⊂ Γ+(R, δ) ∪ Γ−(R, δ)である. 以下では外向き領
域で t ≥ 0の場合だけ考えることにする.

補題 2.1. −1 < δ ¿ ε, R À 1とすると, Φ0 = (r, θ, ρ, ω) ∈ Γ+(R, δ), t ≥ 0に対して,

rt ≈ r + t, kS(Φt) . kS(Φ0) (≤ r2σE0).

注. σ ∈ (1/2, 1]で仮定 B を仮定しない場合は kS(Φt)は tについて有界とは限らない.

補題 2.1 より外向き領域は t → +∞のとき非捕捉的かつHamilton流の作用に関して
不変であることがわかる. つまり, ある R̃ ≥ 1と−1 < δ̃ ¿ εが存在して,

Φt(Γ
+(R, δ)) ⊂ Γ+(R̃, δ̃) for t ≥ 0.

さらに補題 2.1 をHamilton方程式に代入すると, より詳しい挙動が得られる:

補題 2.2. −1 < δ ¿ ε, R À 1, (t, Φ0) ∈ R+ × Γ+(R, δ)に対して, 以下が成り立つ:

(i) 時間局所挙動:

|∇rrt − 1| . r−1|t|, |∇θθt − 1| . r−σ|t|,
|∇ρρt − 1| . r−1|t|, |∇ωωt − 1| . r−σ|t|.

(ii) 長時間挙動:

|∇rrt − 1| . r−1r−2σkS(Φ0)|t|, |∇θθt − 1| . r1−σ
√

r−2σkS(Φ0),

|∇ρρt − 1| . r−2σkS(Φ0), |∇ωωt − 1| . r1−σ
√

r−2σkS(Φ0).

(iii) 漸近挙動:

ρt ≥ ρ + Cr−2σkS(Φ0)

[
1 −

(
r

r + t

)2σ
]

, 0 ≤ E0 −
1

2
ρ2

t . r−2σkS(Φ0)

(
r

r + t

)2σ

.

さらに, 次の極限が存在する:

lim
t→+∞

ρt =
√

2E0, lim
t→+∞

r−2σ
t kS(Φt) = 0, lim

t→+∞
(rt − tρt, θt, ωt) = ∃(z∞, θ∞, ω∞).

(iv) エネルギーの遷移: R1 < R2, −1 < δ1 < δ2 ¿ εに対して, 外向き中間領域および局
所化した外向き中間領域を以下で定義する:

Γ+
int(R, δ1, δ2) := {R < r, θ ∈ S, E0 ∈ I, −δ2

√
2E0 < ρ < −δ1

√
2E0},

Ω+
int(R, δ1, δ2) := {R < r < 2R} ∩ Γ+(R1, δ1, δ2) ( b Γ+

int(R1, δ1, δ2) ).

このとき, 任意の ε0 > 0に対して δ2 − δ1を十分小さく取れば, R2 > R1 À 1に対して

Γ+
int(R1, δ1, δ2) ∩ Φt(Ω

+
int(R2, δ1, δ2)) = ∅ for t ≥ ε0R2.
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σmin := min(σ, 1)とする. 補題 2.2 の結果をまとめると:

(a) ⇒ ∀ε > 0に対して |t| ¿ εrσminまでは∇Φt ≈ Idが成り立つ.

⇒ 対応する量子力学的時間発展は FIOで表されるはず.

(b) ⇒ 与えられた ε0に対して, δ2 − δ1を十分小さくする (外向き領域を細かく分割する)

ことで, t ≥ ε0rのときHamilton流が初期領域から離れていくようにできる.

⇒ 対応する量子力学的時間発展は smoothing operatorになっているはず.

(c) ⇒ |t| À r 以降は, r−2σkS(Φt) ¿ 1なので Hamilton流は 1次元の等速直線運動
(z∞ +

√
2E0t, θ∞,

√
2E0, ω∞) とほとんど同じように散乱する.

⇒ 散乱理論の手法が使えると期待できる.

注. σ < 1/2の場合は (a)と (b)でギャップがある: rσmin . |t| . rでは∇Φt 6≈ Idかつ (b)

のようなサポートの遷移も期待できない. これが σ ≥ 1と仮定している理由の一つである.

3 M∞上の外向きパラメトリックス

Lp(M) := Lp(M ;
√

det gdx)として, M 上の Schrödinger方程式の初期値問題を考える:

i∂tu(t, x) = Hu(t, x) on R × M ; u|t=0 = u0 ∈ L2(M), H = −1

2
∆g.

まず解を以下のようにしてシリンダーに埋め込む. v = rσ(d−1)/2e−itHu0とおくと vは次の
方程式をみたす:

i∂tv(t, x) = Ĥv(t, x) on R × M ; v|t=0 = v0 := rσ(d−1)/2u0 ∈ L̂2(M).

ここで, Ĥ := rσ(d−1)/2Hr−σ(d−1)/2, L̂2(M) := L2(M, r−σ(d−1)
√

det gdx). Ĥは写像L2(M) 3
u 7→ r−σ(d−1)/2u ∈ L̂2(M)によってH とユニタリ同値なので, Ĥ は L̂2(M)上自己共役に
なる. さらに L̂2(M)は局所的に L2(Rd, drdθ)と同型, 即ち以下が成り立つ:

||f ||
bL2(M) ≈ ||f ||L2(Rd,drdθ) if supp f ⊂ [1,∞) × U, U b S

特にRd上の擬微分作用素の結果が使える. そこで, e−itH の代わりに e−it bH のM∞上の超
局所的なパラメトリックスを 2節の結果を用いて構成する.

T ∗([1,∞) × S)上の関数 a(r, θ, ρ, ω)に対してシンボルクラス Sscと半古典擬微分作用
素 (h-PDO)を以下で定義する:

a ∈ Ssc := S(1, dr2/〈r〉2 + dθ2 + dρ2 + dω2/〈r〉2σ) ⇔ |∂j
r∂

α
θ ∂k

ρ∂β
ωa| ≤ Cjαkβ〈r〉−j−σ|β|,

Oph(a)f(r, θ) = (2πh)−d

∫
ei(r−r′)ρ+(θ−θ′)·ω)/ha(r, θ, ρ, ω)f(r′, θ′)dr′dθ′dρdω.

定理 3.1 (|t| ¿ rでのWKB近似). R À 1, −1 < δ ¿ εとする. このとき, ある ε0が存
在して, 任意の a+ ∈ Ssc, supp a+ ⊂ Γ+(R, δ), に対して

e−ith bH Oph(a
+) = J(Ψ+

t , b+
t ) + O

bL2(M)(h
∞), |t| ≤ ε0R.

ここで, J(Ψ+
t , b+

t )は相関数がΨ+
t , 振幅が b+

t の h-FIOで次の積分核をもつ:

J(Ψ+
t , b+

t )(r, θ, r′, θ′) = (2πh)−d

∫
ei(Ψ+(t,r,θ,ρ,ω)−r′ρ−θ′·ω)/hb+

t (r, θ, ρ, ω)dρdω,

Ψ+
t (r θ, ρ, ω) = rρ + θ · ω − tK(r, θ, ρ, ω) + O(ε0|t|), bt ∈ L∞

t ([−ε0R, ε0R]; Ssc).
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定理 3.2 (中間領域上の平滑化作用). R2 > R1 À 1とする. 命題 3.1 の ε0 に対して,

−1 < δ1 < δ2 ¿ εを δ2−δ1が十分小さくなるようにとる. このとき, 任意のa+
int, b

+
int ∈ Ssc,

supp a+
int ⊂ Γ+

int(R1, δ1, δ2), supp b+
int ⊂ Ω+

int(R2, δ1, δ2)に対して,

Oph(a
+
int)e

−ith bH Oph(b
+
int) = O

bL2(M)(h
∞), ε0R2 ≤ t ≤ h−1.

定理 3.3 (狭義外向き領域上の磯崎-北田近似). R À 1, diam U ¿ 1, −1 < δ ¿ εとする.

任意の a+
stg ∈ Ssc, supp a+

stg ⊂ Γ+
stg(R) := Γ+(R, δ) ∩ {r−2σkS ¿ 1}, に対して

e−ith bH Oph(a
+
stg) = J(S+, c+)e−ithD2

r/2J(S+, d+)∗ + O
bL2(M)(h

∞), 0 ≤ t ≤ h−1.

ここで, J(S+, c+)は h-FIOで相関数 S+, 振幅 c+, d+ ∈ Sscは時間に依らない. また,

S+(r, θ, ρ, ω) = rρ + θ · ω + O(r1−2σkS), det∇ρ,ω ⊗∇r,θS
+ ≈ 1.

さらに, O
bL2(M)(h

∞)の誤差を除いて, J(S+, c+)e−ithD2
r/2J(S+, d+)∗は次の積分核をもつ:

K+
t (r, θ, r′, θ′) = (2πh)−d

∫
ei[(r−r′)ρ+(θ−θ′)·ω−tξ2

+]/hA+
t (r, θ, r′, θ′, ρ, ω)dρdω.

ここで, A+
t ∈ C∞

b (R1+3d). また相関数 ξ+は次をみたす:

ξ2
+ = ξ+(r, θ, r′, θ′, ρ, ω)2 =

1

2
ρ2 +

d−1∑
j,k=1

qjk
+ (r, θ, r′)ωjωk + O(r−3σk

3/2
S + diam U · r−2σkS),

q+(r, θ, r′) & εr−1r′−2σ+1.

特に ω = r1/2(r′)σ−1/2ηと変数変換すれば

| det Hessρ,η ξ+(r, θ, r′, θ′, ρ, r1/2(r′)σ−1/2η)2| & εd−1 − C(diam U + r−σk
1/2
S ) & εd.

注. (i) 狭義外向き領域上で古典軌道は等速直線運動に漸近したが, 量子力学の場合は単
純な 1次元発展作用素 e−ithD2

r/2 だけでなく, S 上の Hamilton流の影響が現れることが
J(S+, c+)e−ithD2

r/2J(S+, d+)∗の相関数の r−2σkS → 0での漸近挙動から分かる.

(ii) 区間 (−1, δ) の分割−1 < δ0 < δ1 < · · · < δN < δと任意の a+ ∈ Ssc, supp a+ ⊂
Γ+(R, δ), に対して,

∃ a+
stg, a

+,1
int , ..., a+,N

int ∈ Ssc, supp a+
stg ⊂ Γ+(R, δ0), supp a+,j

int ⊂ Γ+
int(R, δj−1, δj)

s.t. a+ = a+
stg +

∑
j

a+,j
int . 特に, |δ0 + 1| ¿ 1とすれば Γ+(R, δ0) ⊂ Γ+

stg(R)とできる.

上記の定理で得られたパラメトリックスに停留位相法を適用することで, 以下の超局
所的分散型評価得られる.

定理 3.4 (超局所的分散型評価). a+
stg, a

+
int ∈ Ssc, supp a+

stg ⊂ Γ+(R, δ0), supp a+
int ⊂

Γ+
int(R, δ1, δ2) とすると, h ∈ (0, 1]と 0 < |t| < 1に対して一様に次が成り立つ:

||〈r〉−σ(d−1)/2 Oph(a
+
stg)e

−it bH Oph(a
+
stg)

∗〈r〉σ(d−1)/2f ||
L∞(M)

. |t|−d/2||f ||L1(M),

||〈r〉−σ(d−1)/2 Oph(a
+
int)e

−it bH Oph(a
+
int)

∗〈r〉σ(d−1)/2f ||L∞(M) . |t|−d/2||f ||L1(M).
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4 Strichartz評価

最後に, 応用として時間局所 Strichartz評価に関する定理を述べる. 次を満たす (p, q)を
admissible pairと呼ぶ: p, q ≥ 2, 2/p = d(1/2 − 1/q), (d, p, q) 6= (2, 2,∞).

定理 4.1. (i) gS は 1.2節最後の条件をみたすとする. このとき, あるコンパクト集合
O b M と χ ∈ C∞

0 (M) with χ ≡ 1 on Oが存在して, 任意の T > 0と admissible pair

(p, q)に対して,

||(1 − χ)e−itHu0||Lp([−T,T ];Lq(M)) ≤ CT ||u0||L2(M).

(ii) さらに gが非捕捉的 (gの生成するHamilton流が時刻 t → ±∞で遠方に逃げていく)

と仮定すれば, χ ≡ 0とした全空間での時間局所 Strichartz評価も成り立つ.

Strichartz評価は定量的な平滑化作用の一つであり, 滑らかでない電場ポテンシャルを
伴った線形Schrödinger方程式や非線形Schrödinger方程式の適切性の解析に非常に役に立
つことが知られている. ユークリッド空間上の変数係数 Schrödinger方程式に対しては, 非
捕捉性と漸近的平坦性の仮定の下で時間大域的に成り立つ事が分かっている ([3, 6]). end

構造を持った非コンパクト多様体上の場合には, 例えば散乱多様体 (σ = 1としたもの)に
関しては [5, 8]によって, 漸近的双曲型多様体 (r2σを e2rに取り替えたもの)に対しては [1]

によって時間局所的評価が証明されている. しかし, これらの結果は全て仮定Bあるいは
似たような収束条件を計量に仮定している. 漸近的に収束しない場合の最良な Strichartz

評価の例としては, 本研究が初めてであると思われる. ポテンシャルを伴う場合の結果は
[13, 2, 9, 10, 11]などがある.
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