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1. はじめに

本講演では、地震波などを記述するノイマン型境界条件を持つ 3次元半空間における等方
弾性波のグリーン関数について報告する1。研究の目標2はグリーン関数の空間遠方での漸近
挙動を特定の方向を除外することなく決定することであるが、現時点では目標には到達して
いない。そこで本講演では、グリーン関数の解析に関連して現れる半球面上のある積分に対
する評価を主結果 (定理 2)として述べる。以下であらためて触れるが、松村 [12]の道筋に従
えば、この結果を基にグリーン関数の空間遠方での漸近挙動の決定される（予想される漸近
挙動については講演中に述べる）。
一般的にグリーン関数の空間遠方での漸近挙動の決定がなされれば、レゾルベントの空

間遠方の漸近挙動も得ることできる。そして領域内の散乱体 (今の場合、空洞や異物)に対
する散乱振幅をレゾルベントの漸近挙動から導出できる (散乱体の条件にもよるが)。グリー
ン関数の漸近挙動を用いた散乱理論は、物理学・工学そしてそのための数値計算に関する書
籍等でもよく目にする方法である。それ故、この数学的定式化は、物理学・工学そして数値
計算の数学的お膳立てにもなりうる。
量子力学におけるシュレディンガー散乱や音響波による物体散乱に対しては，既にこの数学

的定式化が行われている (シュレディンガー散乱はNewton[14], 物体散乱はColton-Kress[2]
など)。研究が進んだ大きな要因は、そのグリーン関数が具体的な関数 (特殊関数)で記述で
きることにある。特に、その漸近挙動は特殊関数のそれから導かれる。同様に３次元半空間
でのディリクレまたはノイマン条件付き音響波 (一般次元の半空間でもOK)や２次元および
３次元全領域における等方弾性波に対するグリーン関数も具体的に記述できる (例えば今村
[5],小林 [11]を見よ)。また、マクセル方程式を含む一般の一階双曲系の生成作用素に対する
グリーン関数の漸近挙動も研究されている ([12], Matsumura[13], Kikuchi[10]など)。ただ
し、この場合は一般的な系を扱うゆえに、そのグリーン関数の特殊関数による記述は期待で
きない。そのため [12], [13], [10]では球面上のある積分に定常位相の方法を用いた議論 (こ
こでの定理 2に該当する結果)を経由して漸近挙動を導いている。
ノイマン型境界条件を持つ 3次元半空間における等方弾性波の一般化された固有関数系

は、レイリー波と呼ばれる境界の表面を主に伝播する 2次元波に加えて、境界への入射波と
その反射波、具体的には Pモード：入射 P波 (縦波)+反射 P波+反射 S波 (横波)、SVモー
ド：入射 S波+反射 S波+反射 P波、SHモード：入射 S波+反射 S波から構成される (波
面の法線ベクトルと変位方向が、平行な波が縦波、垂直な波が横波)。このことからこの伝
播に対するグリーン関数を特殊関数によって簡潔に記述することは難しいと思われる。それ
故に、目標達成のために [12], [13], [10]と同様な道筋を選択する。研究を進める上で留意し
なければならないことは、固有関数が持つ３種類・３方向の特異性である。具体的には、P
モードの反射 S波と SVモードの反射 P波に関する固有関数がある方向 (臨界角)において
持つ特異性 (屈折波的反射波であることを反映したもの)、SVモードおよび SHモードの入
射 S波と反射 S波に関する固有関数が持つ北極方向における特異性 (半空間での横波の特異
性を反映したもの)、そしてPモード、SVモードを構成するすべての固有関数が持つ赤道方
向における特異性 (伝播の舞台が半空間であることを反映したもの)である。

1磯崎洋氏 (筑波大)と渡辺道之氏 (新潟大)との共同研究に基づく
2科学研究費基盤 (C)(課題番号 25400173)による支援を受けている
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ノイマン型境界条件を持つ 3次元半空間における等方弾性波に対する散乱理論に関する
結果は、以下でも述べる Dermenjian-Guillot[3]による一般化された固有関数展開とそれを
用いた極限吸収の原理の証明がある。そして、この一般された固有関数展開を参考にして、
M.Kawashita-W.Kawashita-Sogaによる [7], [8]およびM. Kawashita-Soga[9]は物体散乱の
組み立てで散乱作用素に関する結果までを示している。また、講演者による [6]は、この一
般された固有関数展開を用いて摩擦 (エネルギー吸収)効果を持つ散乱体に対する散乱問題
を扱っている (散乱解の存在証明)。しかし、いずれもグリーン関数またはレゾルベントの漸
近挙動を用いた組み立てではないことを注意しておく。

2. 一般化された固有関数展開について

まず、ノイマン型境界条件を持つ 3次元半空間における等方弾性波を記述する波動方程式
の生成作用素を述べよう．そして [3]による一般された固有関数展開 (補題 1)を述べること
にする．

x = (x1, x2, x3) = (x, x3) ∈ R2 ×R+ = R3
+とする．そしてu(x) = t(u1(x), u2(x), u3(x))

をR3
+からC3への関数とする．また、ρ0 > 0, µ0 > 0, λ0 ∈ Rを定数として、3λ0 + 2µ0 > 0

を満たすものとする．このとき、H = L2(R3
+, C3, ρ0dx)における作用素L0を次で定義する：

L0u = −ρ−1
0 {(λ0 + µ0)∇∇ · u + µ0∆u},

D(L0) =
{
u ∈ H1(R3

+, C3); ρ−1
0 {(λ0 + µ0)∇∇ · u + µ0∆u} ∈ H,

λ0(∇ · u)δj3 + µ0

(
∂uj

∂x3
+

∂u3

∂xj

)∣∣∣∣
x3=0

= 0 in the trace sense, (j = 1, 2, 3)

}
.

ただし、∇ = t(∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3),∆ = ∂2/∂x2
1 + ∂2/∂x2

2 + ∂2/∂x2
3である．

このとき、L0は自己共役作用素となる．次に L0に対する一般化された固有関数を以下
に述べる．k = (k1, k2, k3) = (k, k3) ∈ R2 × R+ = R3

+と p = (p1, p2) ∈ R2に対して、

k = |k|ω = |k|(ω̃, ω3) = |k|(ω1, ω2, ω3), p = |p|ν = |p|(ν1, ν2)

とする．これらを用いて次の記号を準備する：

c2
P =

λ0 + 2µ0

ρ0
, c2

S =
µ0

ρ0
,

ξjl(k) =

(
c2
j

c2
l

|k|2 − |k|2
)1/2

, γjl(ω̃) =

(
c2
j

c2
l

− |ω̃|2
)1/2

, for j, l = P, S,

ξ′jl(k) =

(
|k|2 −

c2
j

c2
l

|k|2
)1/2

, γ′
jl(ω̃) =

(
|ω̃|2 −

c2
j

c2
l

)1/2

for j, l = P, S,

γ̃Rj =

(
1 −

c2
R

c2
j

)1/2

for j = P, S

ここで、c2
R は 0 < c2

R <
µ0

ρ0
を満たす定数である．さらに

ESV =

{
k ∈ R3

+; k3 >

(
c2
P

c2
S

− 1
)1/2

|k|

}
, E0

SV =

{
k ∈ R3

+; 0 < k3 <

(
c2
P

c2
S

− 1
)1/2

|k|

}
,

とおく．そして
k̂ = (k̄,−k3), kPS = (k̄, ξPS(k)) = |k|(ω̃, γPS(ω̃)),

kSP =

{
(k̄, ξSP (k)) = |k|(ω̃, γSP ω)) (k = |k|ω ∈ ESV ),
(k̄, iξSP (k)) = |k|(ω̃, iγ′

SP (ω̃)) (k = |k|ω ∈ E0
SV )
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とおく．以上を用いて L0の一般化された固有関数が次のように与えられる：
(1) k ∈ R3

+に対して

ΨP (x, k) =
1

(2π)
3
2 ρ

1
2
0

{
eik̂·xa(1)

P (ω) + eikPS ·xa(2)
P (ω) − eik·xa(3)

P (ω)
}

,

ただし、α
(±)
PS (ω) = ( c2P

c2S
− 2|ω̃|2)2 ± 4|ω̃|2ω3γPS(ω̃), βPS(ω) = 4|ω̃|( c2P

c2S
− 2|ω̃|2)ω3

a(1)
P (ω) = t(ω1, ω2,−ω3)

a(2)
P (ω) =

βPS(ω)

α
(+)
PS (ω)

t

(
ω1γPS(ω̃)

|ω̃|
,
ω2γPS(ω̃)

|ω̃|
,−|ω̃|

)

a(3)
P (ω) =

α
(−)
PS (ω)

α
(+)
PS (ω)

t(ω1, ω2, ω3).

(2) k ∈ R3
+に対して

ΨSV (x, k) =
1

(2π)
3
2 ρ

1
2
0

{
eik̂·xa(1)

SV (ω) + eik·xa(2)
SV (ω) + eikSP ·xa(3)

SV (ω)
}

,

ただし、βSP (ω) = 4|ω̃|(1 − 2|ω̃|2)ω3,

α
(±)
SP (ω) =

 ( c2P
c2S

− 2|ω̃|2)2 ± 4|ω̃|2ω3γPS(ω̃) (k = |k|ω ∈ ESV ),

( c2P
c2S

− 2|ω̃|2)2 ± 4i|ω̃|2ω3γ
′
PS(ω̃) (k = |k|ω ∈ E0

SV ),

a(1)
SV (ω) = t

(
ω1ω3

|ω̃|
,
ω2ω3

|ω̃|
, |ω̃|

)
a(2)

SV (ω) =
α

(−)
SP (ω)

α
(+)
SP (ω)

t

(
ω1ω3

|ω̃|
,
ω2ω3

|ω̃|
,−|ω̃|

)

a(3)
SV (ω) =


βSP (ω)

α
(+)
SP (ω)

t(ω1, ω2, γSP (ω̃)) (k = |k|ω ∈ ESV ),
βSP (ω)

α
(+)
SP (ω)

t(ω1, ω2, iγ
′
SP (ω̃)) (k = |k|ω ∈ E0

SV ),

(3) k ∈ R3
+に対して

ΨSH(x, k) =
1

(2π)
3
2 ρ

1
2
0

(eik̂·x + eik·x)aSH(ω),

ただし、

aSH(ω) = t

(
− ω2

|ω̃|
,
ω1

|ω̃|
, 0

)
.

(4) p ∈ R2に対して

ΨR(x, p) =
C̃

2π
|p|

1
2 eip·x

{
e−|p|γ̃RP x3a(1)

R (ν) + e−|p|γ̃RSx3a(2)
R (ν)

}
,

ただし、

a(1)
R (ν) =

(
2 −

c2
R

c2
S

)
t (−iν1, iν2, γ̃RP ) ,a(2)

R (ν) = −2γ̃RP
t (−iν1γ̃RS , iν2γ̃RS ,−1)
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そして C̃ は

4π2

∫ ∞

0
|ΨR(x, p)|2ρ0dx3 = 1.

を満たす正の定数である．
これらはそれぞれ：

ΨP (x, k) : incident P wave+refleced S wave +reflected P wave

ΨSV (x, k) : incident S wave+refleced S wave +reflected P wave

ΨSH(x, k) : incident S wave+refleced S wave

ΨR(x, p) : Rayleigh wave

を表す関数である．これらを用いて作用素 Fj (j = P, SV, SH)と FRを次で定義する (まず
は u ∈ C∞

0 (R3
+, C3)とする):

Fju(k) =
∫

R3
+

Ψj(x, k) · u(x)ρ0dx,

FRu(p) =
∫

R3
+

ΨR(x, p) · u(x)ρ0dx.

このとき Fj (j = P, SV, SH)はHから L2(R3
+)への、そして FRはHから L2(R2)への部

分等距離作用素に拡張できる.これらを用いて作用素 F を次で定義する：

Fu = (FPu, FSV u, FSHu, FRu) for u ∈ H,

これらについて [3]は次を示している：

補題 1. F は H から
Ĥ =

⊕
j=P,SV,SH

L2(R3
+)

⊕
L2(R2)

への unitary 作用素である．また、u ∈ D(L0)に対して、次が成立する：

FL0u = (c2
P |k|2FPu, c2

S |k|2FSV u, c2
S |k|2FSHu, c2

R|p|2FRu).

3. グリーン関数および主結果

z = λ + iε ∈ C, ε ̸= 0に対する L0のレゾルベントをR0(z)とかくことにする (すなわち
R0(z) = (L0 − z)−1)．この補題 1を用いると、u ∈ Hかつ suppuが compactである uに対
して、L0のレゾルベントは次のようにかける：

R0(z)u =
∑

j=P,SV,SH

F ∗
j (c2

j |k|2 − z)−1Fju + F ∗
R(c2

R|p|2 − z)−1FRu

=
∑

j=P,SV,SH

∫
R3

+

Gj(x, y; z)u(y)dy +
∫

R3
+

GR(x, y; z)u(y)dy

ただし

cj =

{
cP (j = P ),
cS (j = SV, SH),

Gj(x, y; z) =
∫

R3
+

1
c2
j |k|2 − z

ψj(x, k) tψj(y, k)dk (j = P, SV, SH),(3.1)

GR(x, y; z) =
∫

R2

1
c2
R|p|2 − z

ψR(x, p) tψR(y, p)dp(3.2)
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である．(1)と (2)の右辺積分の収束性の議論が必要であるが、グリーン関数は各モードご
とに、次のように (形式的に)定義される：

Gj(x, y; λ ± i0) = lim
ϵ→±0

Gj(x, y; z) (j = P, SV, SH,R).

上記の λは入射波の周波数を、yは地震波で例えると震源 (散乱理論に応用の際は散乱体の
位置に関する情報)を、そして xは波の観測点を表す．研究の目標は、Gj(x, y, λ ± i0)の
|x| → ∞に対する漸近挙動の決定である．そして、これから散乱体から十分離れた位置で
観測されるであろう波形が決定できる．
以下において、(3.1)と (3.2)の積分の収束性および今回の主結果 (定理 2)について説明

しよう．まず、0 < a < b を任意に固定する．そして a < λ < b とする．a, bに対して
Φl(s) ∈ C∞(R) (l = 1, 2)は次を満たすものとする：

Φ1(s) =

{
1 (a/2 < s < 3b/2),
0 (s < a/3, 2b < s),

Φ2(s) = 1 − Φ1(s).

これらを用いて、次のように分解する：

Gj(x, y; z) =
∑
l=1,2

G
(l)
j (x, y; z) (j = P, SV, SH,R),

ただし、

G
(l)
j (x, y; z) =

∫
R3

+

Φl(c2
j |k|2)

c2
j |k|2 − z

ψj(x, k) tψj(y, k)dk (j = P, SV, SH),

G
(l)
R (x, y; z) =

∫
R2

Φl(c2
R|p|)

c2
R|p|2 − z

ψR(x, p) tψR(y, p)dp

である．
l = 1のときは

G
(1)
j (x, y; z) =

∫ ∞

0

µ2Φ1(c2
jµ

2)
c2
jµ

2 − z
Jj(x, y, µ)dµ (j = P, SV, SH),(3.3)

G
(1)
R (x, y; z) =

∫ ∞

0

τΦ1(c2
Rτ2)

c2
Rτ2 − z

JR(x, y, τ)dτ(3.4)

ただし、

Jj(x, y, µ) =
∫

S2
+

ψj(x, µω) tψj(y, µω)dω, (j = P, SV, SH),

JR(x, y, τ) =
∫

S1

ψR(x, τν) tψR(y, τν)dν

である．
まず、Jj(x, y, µ) (j = P, SV, SH), JR(x, y, τ)に対する結果 (本講演の主結果)を述べる．

その前にさらに幾つかの記号等を導入する：

x = (x1, x2, x3) = (x̄, x3) = |x|ϕ = r(ϕ̃, ϕ3) = r(ϕ1, ϕ2, ϕ3), ϕ̌ = (−ϕ̃, ϕ3),

ϕjl = (ϕ̃, γjl(ϕ̃)), x̄ = |x̄|ϕ̄ = r̄ϕ̄.
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とする．そして

IP (x, y, µ) =e−iµra(1)
P (ϕ̌) tΨP (y, µϕ̌) − eiµra(3)

P (ϕ) tΨP (y, µϕ)

− χ|ϕ̃|< cS
cP

e
iµ

cP
cS

r cP

cS

ϕ3

γSP (ω̃)
a(2)

P

(
cP

cS
ϕSP

)
tΨP

(
y,

cS

cP
µϕPS

)
,

ISV (x, y, µ) =e−iµra(1)
SV (ϕ̌) tΨSV (y, µϕ̌) − eiµra(2)

SV (ϕ) tΨSV (y, µϕ)

− e
iµ

cS
cP

r cS

cP

γPS(ω̃)
ϕ3

a(3)
SV

(
cS

cP
ϕPS

)
tΨSV

(
y,

cS

cP
µϕPS

)
,

ISH(x, y, µ) =e−iµraSH(ϕ̌) tΨSH(y, µϕ̌) − eiµraSH(ϕ) tΨSH(y, µϕ),

IR(x, y, τ) =e
πi
4 e−iτ r̄

{
e−τ γ̃RP x3a(1)

R (−ϕ̄) + e−τ γ̃RSx3a(2)
R (−ϕ̄)

}
tΨR(y,−τϕ̄)

+ e
−πi
4 eiτ r̄

{
e−τ γ̃RP x3a(1)

R (ϕ̄) + e−τ γ̃RSx3a(2)
R (ϕ̄)

}
tΨR(y, τ ϕ̄)

とおく．また行列 (aij)i,l=1,2,3に対して |(aij)i,l=1,2,3| = maxi,j=1,2,3 |aij |とかくことにする．
これらについて、次を得た：

定理 2. M,a, b (0 < a < b,M > 0)を任意に固定する．このとき次の (1)から (3)が成立
する：

(1) |y| < M, a/3 < c2
P µ2 < 2bを満たす y, µに対して一様に∣∣∣∣∣JP (x, y, µ) − i

(2πρ0)
1
2 µr

IP (x, y, µ)

∣∣∣∣∣ = o(r−1) (r → ∞) .

(2) j = SV, SH のとき，|y| < M, a/3 < c2
Sµ2 < 2bを満たす y, µに対して一様に∣∣∣∣∣Jj(x, y, µ) − i

(2πρ0)
1
2 µr

Ij(x, y, µ)

∣∣∣∣∣ =

{
O

(
r−1

∣∣log r̄
r

∣∣) (
x3 > r̄

√
r̄ − 1, r → ∞

)
,

o(r−1)
(
0 < x3 < r̄

√
r̄ − 1, r → ∞

)
.

(3) |y| < M, a/3 < c2
Rτ2 < 2bを満たす y, τ に対して一様に∣∣∣∣∣JR(x, y, τ) − C̃

(2π)
3
2 (τ r̄)

1
2

IR(x, y, τ)

∣∣∣∣∣ = O(r̄−
3
2 )

(
e−

√
a
3
c−1
R γ̃RP x3 + e−

√
a
3
c−1
R γ̃RSx3

)
(r̄ → ∞)

注意 3. (2)の SV については (i, j) = (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 1), (3, 2)ならば∣∣∣∣∣∣
(

JSV (x, y, µ) − i

(2πρ0)
1
2 µr

ISV (x, y, µ)

)
ij

∣∣∣∣∣∣ = o(r−1) (r → ∞)

となる．また SH については (i, j) = (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 1), (3, 2)は 0である．

定理 2は定常位相の方法によって証明される．しかし、藤原 [4], [12]などで述べられてい
る標準的な定常位相の方法の適用による証明は困難である．標準的な定常位相の方法は被積
分関数に滑らかさを仮定した上、そのサポートが積分領域内部に完全に含まれることも仮定
しているからである．定常位相の方法を適用する際、半空間弾性波の固有関数が被積分関数
となるのであるが、冒頭で述べた半空間弾性波の固有関数の特異性は標準的な定常位相の方
法の適用条件を満たさない．そこで、標準的な定常位相の方法にCopson[1]と Lewis[15]の
アイデアを盛り込んで改良し、その適用を以って証明を与えた。
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(3.3)と (3.4)の右辺積分は ϵ ̸= 0のとき収束していることに注意すると、(複素積分を用
いた)良く知られた議論により

lim
ϵ→±0

G
(1)
j (x, y; z) = p.v.

∫ ∞

0

µ2Φ1(c2
jµ

2)
c2
jµ

2 − λ
Jj(x, y, µ)dµ ± πiJj(x, y, c−1

j λ
1
2 ), (j = P, SV, SH),

lim
ϵ→±0

G
(1)
R (x, y; z) = p.v.

∫ ∞

0

τΦ1(c2
Rτ2)

c2
jτ

2 − λ
JR(x, y, τ)dτ ± πiJR(x, y, c−1

R λ
1
2 )

となる．そして上記右辺をG
(1)
j (x, y; λ ± i0) (j = P, SV, SH,R)とかくことにする．

G
(2)
j (x, y; z) (j = P, SV, SH,R)については、やはり固有関数の特異性に留意した部分積

分を用いた議論により、積分の収束性 (ϵ = 0とした場合も含めて) がわかり、さらに空間遠
方 (|x| → ∞)に関する次の評価を得る：

定理 4. M,a, b (0 < a < b,M > 0)を任意に固定する．このとき次の (1)から (4)が成立
する：

(1) λ0 > 0を仮定すると、|y| < M, a < λ < bを満たす y, λに対して一様に

|G(2)
P (x, y; λ)| = o(r−1) (r → ∞).

(2) |y| < M, y3 ̸= 0, a < λ < bを満たす y, λに対して一様に

|G(2)
SV (x, y; λ)| = o(r−1) (r → ∞).

(3) |y| < M, a < λ < bを満たす y, λに対して一様に

|G(2)
SH(x, y; λ)| = o(r−1) (r → ∞).

(4) |y| < M, a < λ < bを満たす y, λに対して一様に

|G(2)
R (x, y; λ)| = O(r−2) (r → ∞).

注意 5. (2)について：
(1) y3 ̸= 0は

G
(2)
SV (x, y; λ) =

∫
ESV

Φ2(c2
S |k|2)

c2
S |k|2 − λ

ψSV (x, k) tψSV (y, k)dk+
∫

E0
SV

Φ2(c2
S |k|2)

c2
S |k|2 − λ

ψSV (x, k) tψSV (y, k)dk

と分解した際の第 2項に対する評価で必要となる．
(2) 上記第２項について、u(x) ∈ C2(R3

+)かつ suppu(x)がコンパクトならば, 次が成立
する：∣∣∣∣∣

∫
R3

+

∫
E0

SV

Φ2(c2
S |k|2)

c2
S |k|2 − λ

ψSV (x, k) tψSV (y, k)dku(y)dy

∣∣∣∣∣ = o(|x|−1)
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