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吉井 健太郎 (東京理大・理)

本講演では, [5] に基づいてHilbert空間における線形発展方程式の抽象定理を紹介し, 定理
が時間に依存するポテンシャルをもつ Schrödinger型方程式のCauchy問題に適用されること
を示す.

1. Abstract Result

Hilbert空間X 上の 閉線形作用素族 {A(t); t ∈ I := [0, T ]} について, 次のような線形発展
方程式の抽象的 Cauchy問題を考える:

(ACP)

{
(d/dt)u(t) + A(t)u(t) = f(t), t ∈ I,

u(0) = u0.

{A(t); t ∈ I}についての仮定を述べるために正値自己共役作用素 S0 と正値自己共役作用素
族 {S(t); t ∈ I} を用意する:

Assumption on {S(t)}. まず, S0は

(u, S0u) ≥ ∥u∥2 (u ∈ D(S0))

となるものとし, 作用素族 {S(t)} は次の 3条件を満たすものとする:

(S1) Y := D(S
1/2
0 ) = D(S(t)1/2) かつある 定数K ≥ 1 で

1

K
∥S1/2

0 u∥2 ≤ (u, S(t)u) ≤ K∥S1/2
0 u∥2, u ∈ D(S(t)), t ∈ I.

(S2) S(·)1/2 ∈ C∗(I;B(Y,X)). ここで B(Y,X) は Y から Xへの有界線形作用素の全体であ
り, 添え字の ∗ は作用素強位相での連続性を意味する.

(S3) ある非負関数 σ ∈ L1(I) で

∣∣∥S(t)1/2v∥ − ∥S(s)1/2v∥
∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ t

s

σ(r) dr

∣∣∣∣ max
r∈{s,t}

∥S(r)1/2v∥, v ∈ Y, t, s ∈ I.

Assumption on {A(t)}. 作用素族 {A(t)} は次の 4条件を満たすものとする:

(A1) ある非負定数 α ≥ 0 で |Re (A(t)v, v)| ≤ α∥v∥2, v ∈ D(A(t)), t ∈ I.

(A2) Y ⊂ D(A(t)), t ∈ I.

(A3) ある非負定数 β ≥ α で |Re (A(t)u, S(t)u)| ≤ β∥S(t)1/2u∥2, u ∈ D(S(t)), t ∈ I.

(A4) A(·) ∈ C∗(I;B(Y,X)).

定理 1 ([5]). 上記の仮定の下で次の性質をもつ A(t)の発展作用素{
U(t, s); (t, s) ∈ ∆+ := {(t, s); 0 ≤ s ≤ t ≤ T}

}
が一意に存在する:
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(i) ∆上でB(X)への関数として強連続で,

∥U(t, s)∥B(X) ≤ eα(t−s), (t, s) ∈ ∆+.

(ii) U(t, r)U(r, s) = U(t, s) on ∆+ かつ U(s, s) = 1.

(iii) U(t, s)Y ⊂ Y かつ∆上でB(Y )への関数として強連続で,

∥U(t, s)∥B(Y ) ≤ K exp
(∫ t

s

β +Kσ(t) dr
)
, (t, s) ∈ ∆+.

さらに v ∈ Y とするとき, U(· , ·)v ∈ C1(∆+;X)で,

(iv) (∂/∂t)U(t, s)v = −A(t)U(t, s)v, (t, s) ∈ ∆+,

(v) (∂/∂s)U(t, s)v = U(t, s)A(s)v, (t, s) ∈ ∆+.

定理 2 ([5]). 上記の仮定の下, 初期値 u0 ∈ Y 及び非斉次項 f(·) ∈ C(I;X) ∩ L1(I;Y ) に対
して

u(t) := U(t, 0)u0 +

∫ t

0

U(t, s)f(s) ds

とおくと, u(·)は (ACP)の一意 Y -値解 u(·) ∈ C1(I;X) ∩ C(I;Y ) となる.

注意. 定理 1, 2 はOkazawa [3] の一般化に他ならず, S(t) ≡ S0 をたんに Sとすると一致する.

言い換えれば, 定理 1, 2 では [3] の Sの役割を S0と {S(t)}に振り分けているとみなせる.

2. Schröinger equations with moving Coulomb singularities

Σ2(RN) := {u ∈ H2(RN); (1 + |x|2)u ∈ L2(RN)} とする. このとき, 次のような中心が動く
複数のCoulomb ポテンシャルを伴った Schrödinger 方程式の初期値問題を考える:

(P)


i
∂u

∂t
−∆u+ V0(t, x)u+

m∑
j=1

eju

|x− cj(t)|
+

∑
1≤j<k≤m

ejeku

|cj(t)− ck(t)|
= 0,

u(·, 0) = u0 ∈ Σ2 = Σ2(RN).

ここで N ≥ 3, u は複素数値の未知関数 u : I × RN → Cとし, ej ∈ R (j = 1, 2, . . . ,m),

cj : I → RN (j = 1, 2, . . . ,m), V0 : I × RN → R とする. N = 3のとき, (P)はm個の原子核
と外力場 V0が存在する空間における電子の運動を記述していると見なせる. このとき, uは電
子の波動関数を表す.

後述の仮定 (c2)より, 斥力ポテンシャルは特異点を生成しないので

V (t, x) := V0(t, x) +
∑

1≤j<k≤m

ejek
|cj(t)− ck(t)|

として, 次の初期値問題を考える:

(SE)


i
∂u

∂t
−∆u+ V (t, x)u+

m∑
j=1

eju

|x− cj(t)|
= 0,

u(·, 0) = u0 ∈ Σ2.
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定理 3. {cj}, V は以下の仮定を満たすものとする:

cj ∈ W 2,1(I;RN) (j = 1, 2, . . . ,m),(c1)

cj(t) ̸= ck(t) (t ∈ I, j ̸= k),(c2)

(1 + |x|2)−1V ∈ W 1,1(I;L∞(RN)),(V1)

V ∈ L1(I;W 1,∞
loc (RN)).(V2)

このとき, (SE)はΣ2-値解 u ∈ C1(I;L2(RN)) ∩ C(I; Σ2(RN)) を一意にもつ.

残念ながら, ポテンシャルの特異点が動くため直接 (SE)に定理 1, 2を適用することはでき
ない. 一方でm = 1のときには, 時間に依存したGalilei変換 (平行移動) x := y + c1(t) を用い
て v(t, y) := u(t, y + c1(t))とおくと特異点が固定された問題に帰着される:

i
∂v

∂t
+
(1
i
∇− 1

2
c ′1(t)

)2

v − 1

4
|c ′1(t)|2v + V (t, y + c1(t))v +

e1
|y|
v = 0

この場合については Baudoin-Kavian-Puel [1] や, Okazawa-Yokota-Y. [4], Y. [6] といった先行
研究がある. また, Kato-Yajima [2] では Liénard-Wiechert ポテンシャルをもつDirac 方程式
について局所擬 Lorentz変換 (Local pseudo-Lorentz transformation) と呼ばれる変換を用い
てポテンシャルの特異点を固定している.

今回, Kato-Yajima [2]のアイディアを元に局所擬Galilei変換とでも呼ぶべき変換を構成し,

この変換を用いてCoulombポテンシャルの特異点の動きを固定することで抽象定理を適用で
きる新たな Schrödinger型方程式を構成する.

3. Local pseudo-Galilean transformation

変換を定めるために (SE)を時間について短い区間毎に考える. まず仮定 (c1), (c2)より, 次
の 2つの定数が定まる:

∥c ′∥L∞(I) := max{∥cj ′∥L∞(I)N ; j = 1, · · · ,m} <∞,

ε0 :=
1

4
min{|cj(t)− ck(t)|; t ∈ I, 1 ≤ j < k ≤ m} > 0.

このとき,

T0 := min
{
T,

ε0
2∥c ′∥L∞(I)

}
として (SE) の区間 I1 := [0, T0]に制限された問題 (SE)I1を考える. (SE)I1のΣ2-値解

u ∈ C1
(
I1;L

2(RN)
)
∩ C

(
I1; Σ

2(RN)
)

が構成されるとき, Ik := [(k− 1)T0, kT0] (k = 2, 3, 4, . . .) に制限された問題 (SE)Ikについても
同様の議論を繰り返すことで (SE)のΣ2-値解を構成できる. ゆえに, 特に T0 = T , 即ち I1 = I

となる場合を考えれば十分である.

定義 (局所擬Galilei変換). φ ∈ C(I ×RN ;RN) を tを固定するごとにRN についての微分同相
写像となるものとし, φ(t, ·)のヤコビアンは Jyφ := det(Jacy φ) > 0 となるものとする. ここ
で Jacy φ = (∂φj/∂yk)jk. φを用いてL2(RN)上の時間依存ユニタリ変換Φ(t) ∈ B(L2(RN)) を
次のように定義する:

Φ(t)g :=
(
Jyφ(t, ·)

)1/2
(g ◦ φ)(t, ·), g ∈ L2(RN).
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特にΦが次の φによって与えられるとき, Φを局所擬Galilei変換と呼ぶこととする:

(1) φ(t, y) := y +
m∑
j=1

ζ
( |y − cj(0)|

ε0

)(
cj(t)− cj(0)

)
.

ここで ζ ∈ C∞([0,∞); [0, 1]) は ζ(r) = 1 (r ≤ 1), ζ(r) = 0 (r ≥ 2) かつ |ζ ′(r)| ≤ 3/2となる単
調減少関数とする.

新しい未知関数

v(t, y) := (Φ(t)u)(t, y) = (Jyφ(t, y))
1/2u(t, φ(t, y))

を導入する. このとき, (局所擬Galilei変換に限らず) φが十分滑らかならば (SE)は次のよう
な vについての Schrödinger型方程式に変換される:

(SE-v)


i
∂v

∂t
+
(1
i
div − b(t, y)

)
a(t, y)

(1
i
∇− b(t, y)

)
v + r(t, y)v

+ V (t, φ(t, y))v +
m∑
j=1

ejv

|φ(t, y)− cj(t)|
= 0,

v(·, 0) = v0 := Φ(0)u0.

ここで

a(t, y) := (Jacy φ(t, y))
−1 t(Jacy φ(t, y))

−1
,

b(t, y) :=
1

2
t(Jacy φ(t, y))

∂φ

∂t
(t, y),

r(t, y) := −1

4

∣∣∣∂φ
∂t

(t, y)
∣∣∣2 + (

Jyφ(t, y)
)1/2[

∆x(Jxψ(t, x))
1/2

∣∣
x=φ

]
.

ただし, ψ(t, ·) は tを固定するごとに定まる φ(t, ·) の逆関数.

特に φを (1) によって与えるとき, 即ち変換として局所擬Galilei変換を用いるとき,

h(t, y) :=
m∑
j=1

ej

( 1

|φ(t, y)− cj(t)|
− 1

|y − cj(0)|

)
, t ∈ I

は有界かつ十分滑らかな関数となり, 複数の Coulomb ポテンシャルの特異点の動きが固定さ
れる. よって, 抽象定理が適用できることが確かめられる, (SE-v)に抽象定理を適用すること
ができ, (SE-v)及び (SE)のΣ2-値解が得られる.
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