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本研究では, 次の熱方程式の初期値問題に対して波束変換を用いてM s
p,qノルム評価を行う.{

(∂t − 1
2
∆)u = 0, (t, x) ∈ [0,∞) × Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(1)

ここで∆ =
∑n

j=1
∂2

∂x2
j
とする. u0 ∈ S ′(Rn)とすると (1)の解はu(t, ·) = e

t∆
2 u0 = F−1[e−

t|ξ|2
2 F [u0]]

∈ C([0,∞);S ′(Rn)) となる. [2]の方法を真似て (1)の波束変換を考える.

定義 1. φ ∈ S(Rn) \ {0}とする. このとき, f ∈ S ′(Rn)に対し関数 φから定まる f の波束変換
Wφf を次のように定義する.

Wφf(x, ξ) = Fy→ξ[φ(y − x)f(y)](x, ξ).

このときすべての f ∈ S ′(Rn)に対しWφf ∈ C∞(Rn × Rn) となる. また, 多項式増大を
持つ F ∈ C∞(Rn × Rn) に対しW−1

φ F (x) = 1

(2π)
n
2 ∥φ∥2

L2

∫∫
φ(x − y)F (y, ξ)eix·ξdydξ とおくと,

W−1
φ · Wφ = I on S ′(Rn) となる.

定義 2. φ ∈ S(Rn) \ {0}であるとする. このとき 1 ≤ p, q ≤ ∞, s ∈ Rに対してmodulation空
間M s

p,qを次のように定義する.

M s
p,q =

{
f ∈ S ′(Rn)

∣∣∣∥∥f
∥∥
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p,q ,φ
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∥∥⟨ξ⟩s∥Wφf(x, ξ)∥Lx

p

∥∥
Lξ

q
< ∞

}
.

注意 3. M s
p,qは窓関数 φ ∈ S(Rn) \ {0}に依らずに定まる.

φ0(x) = e−
|x|2
2 とするとき, (1)の解 u(t, ·) = e

t∆
2 u0の波束変換は [2]と同様な方法により次

のようになる.

Wφ0 [e
t∆
2 u0](x, ξ) = Wφ(t)u0(x − itξ, ξ)e−

t|ξ|2
2(2)

=
exp(− t|ξ|2−2itx·ξ

2(1+t)
)

(1 + t)
n
2

Wφ0( x√
1+t

)u0(x,
ξ

1 + t
).

但し, φ(t, ·) = e
t∆
2 φ0である. このとき, (2)を 0 ≤ t ≤ 1, 1 ≤ tに分けて評価することで [1]で得

られている評価が別の方法で得られた.

定理 4. [1] 1 ≤ p, q ≤ ∞, s ∈ Rを定数とし, 1 ≤ p′, q′ ≤ ∞を p′ ≤ p, q′ ≥ qをみたすものとす
る. このとき,ある定数C > 0が存在して, 任意の u0 ∈ M s

p′,q′に対し

∥e
t∆
2 u0∥Ms

p,q ,φ0 ≤ C(1 + t)
n
2
( 1

p
− 1

p′ )(1 + t
n
2
( 1

q′−
1
q
)
)∥u0∥Ms

p′,q′ ,φ0 (∀ t > 0)

が成り立つ. 但し, ここで φ0(x) := e−
|x|2
2 とする.
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