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1. 序

本講演では周期境界条件下での 4階非線形 Schrödinger型方程式 (4NLS)の適切性につ
いて考える:{

i∂tu + ∂2
xu + ν∂4

xu = N (u, u, ∂xu, ∂xu, ∂2
xu, ∂2

xu), (t, x) ∈ R × T,
u(0, x) = u0(x), x ∈ T,

(1.1)

ここに T = R/2LZ (L > 0), u : R × T → Cは未知関数, u0 : T → Cは与えられた関数と
する. 非線形項N は以下で与えられる:

N (u, u, . . . , ∂2
xu, ∂2

xu)

= −1

2
|u|2u − 3

8
ν|u|4u − 3

2
ν(∂xu)2u − ν|∂xu|2u − 1

2
νu2∂2

xu − 2ν|u|2∂2
xu,

ただし, ν ̸= 0は実定数とする. 方程式 (4NLS)は渦糸運動の高次近似モデルとして
福本-Moffatt [1] により導出された. 方程式の物理的背景については福本-Moffatt [1]を
参照のこと. (4NLS)は非線形 Schrödinger方程式同様, 孤立波と呼ばれる特殊解を持つ.
Hoseini-Marchant [2]は (4NLS)に対し2つのパラメータに依存する厳密解の族uα,β(t, x) =
eiωtφα,β(x − ct)を見つけた:

φα,β = 2βeiαxsech(βx), α ∈ R, β > 0, (1.2)

ただし, ω = −3να4 + νβ4 − 2να2β2 + α2 + β2, c = −4να3 + 4ναβ2 + 2α.である. さら
に (4NLS) は次のような周期的 (周期は 2L)な定在波も解に持つことがわかる: uγ(t, x) =
eiωtφγ(x),

φγ(x) = 2
√

γdn(
√

γx,K−1(L
√

γ)), γ ∈ (π2/4L2,∞), (1.3)

ただし, ω = (K−1(L
√

γ)4−6K−1(L
√

γ)2+6)νγ2+(2−K−1(L
√

γ)2)γであり, dnはJacobi
の楕円関数, K−1(k)は楕円積分

K(k) =

∫ 1

0

dt√
(1 − t2)(1 − k2t2)
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の逆関数である. また (4NLS)は完全可積分であり, 無限個の保存量を持つことが知られ
ている. 最初のいくつかは

I0(u) =
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∫ 2L
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|u|2dx,
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1
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|∂2
xu|2dx − 1

4
Re
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−
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16
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と表され, 一般には

Im(u) =
1

2

∫ 2L

0

|∂m
x u|2 +

∫ 2L

0

Qm(u, u, . . . , ∂m−1
x u, ∂m−1

x u)dx,

という形で表される, ここに Qm は (u, u, . . . , ∂m−1
x u, ∂m−1

x u)の多項式で, ある θ1 > 0,
0 < θ2 < 2 に対し,

∫
|Q|dx ≤ C∥u∥θ1

L2
x
∥∂m

x u∥θ2

L2
x
を満たすものである. これら孤立波の軌道

安定性を証明するためにはまず (4NLS) のCauchy問題や周期境界条件の下での適切性を
証明する必要がある. (4NLS)のCauchy問題については, Sobolev空間H1での時間大域
的適切性が証明されている (例えば [3], [5]参照). さらに, (4NLS)の孤立波 (1.2)の軌道安
定性が [7]において証明されている. また周期境界条件下での (4NLS)については [6]にお
いてH4(T)における時間大域的適切性が証明されている. 今回は [6]の方法を精密化する
ことで以下の定理を得た.

Theorem 1.1. (4NLS)は次の意味で H2(T)で時間大域的に適切である: 任意の u0 ∈
H2(T)に対して, 時刻 T = T (∥u0∥H2) > 0 が存在し, 以下を満たす (1.1)の解 uが一意に
存在する:

u ∈ C([0,∞); H1(T)) ∩ L∞(0,∞; H2(T)) ∩ C1([0,∞); H−3(T)).

さらに, 解写像H2(T) → C([0, T ]; L2(T))(u0 7→ u(t))は連続である.

Remark 1.1. 定在波 (1.3)のH2(T)での軌道安定性も証明することが出来る. 時間があ
れば (1.3)の軌道安定性について触れる予定である.

初期値問題 (1.1)のH2(T)での解の存在については, parabolic regularizationと保存量
I0, I2を用いることにより証明することが出来るのでここでは解の一意性について触れる.
(4NLS)は非線形項に微分を含んでいるため, 解の一意性を示す際に障害となるのが, 可
微分性の損失である. 実際, u1, u2を (4NLS)の解とし, u1 − u2に対して, 通常のエネル
ギー法を用いると,

d

dt
∥u1 − u2∥2

L2
per(0,2π)

= −2νIm

∫ 2L

0

(u1 + u2)(∂xu1 + ∂xu2)(u1 − u2)(∂xu1 − ∂xu2)dx

−1

4
νIm

∫ 2L

0

(u1 + u2)
2(∂xu1 − ∂xu2)

2dx.
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上の等式の右辺には u1 − u2の 1階微分が含まれているため, この等式から u1 − u2の L2

ノルムの評価を直接導くことが出来ない.
Cauchy問題の場合は,線形作用素 i∂2

x+iν∂4
xから生成されるユリタリー群{eit(∂2

x+ν∂4
x)}t∈R

が局所平滑化効果を持つことが知られており, この性質を用いることにより可微分性の損
失を克服することができる (例えば [5]参照). しかしながら, 周期境界条件のもとでは対応
するユリタリー群が同様の平滑化効果を持たないため, Cauchy問題の場合と同様の方法
では適切性を証明することが出来ない.
そこで周期境界条件の時は, Kwon [4]のアイデアを参考に, L2ノルムを修正した汎関数

Ĩ0(u) =
1

2

∫ 2L

0

|u|2dx − 1

16
Re

∫ 2L

0

(u1 + u2)
2(J−2∂xu)2dx + C

∫ 2L

0

|J−2∂xu|2dx

を導入する, ただし Jsは−s階のベッセルポテンシャル

(Jsu)(x) =
1√
2L

∑
n∈Z

〈n〉sLû(n)enπix/L, 〈n〉L =
√

1 + (nπ/L)2

であり, C は Ĩ0(u) > 0となるように十分大きく選んでおく. Ĩ0(u1 − u2)に対して, 通常
のエネルギー法を用いると, 補正項により u1 − u2の 1階微分を含む項がキャンセルし,
u1 − u2の L2ノルムの評価を導くことができ, 一意性を示すことが出来る. 同様にして解
の初期値連続依存性を証明することができる.
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