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T > 0とし, Ω ⊂ R2 を滑らかな境界を持つ有界領域とする. 次の制約付き熱方程式と Navier-Stokes

方程式を組み合わせた問題 (P)の可解性 (解の存在と一意性)を考える:

(P)



ψ1 ≤ θ ≤ ψ2 in Q := (0, T )× Ω,

∂θ/∂t−∆θ + v · ∇θ + |θ|q−1θ = f in Q(θ) := {(t, x) ∈ Q | ψ1 < θ < ψ2},
∂θ/∂t−∆θ + v · ∇θ + |θ|q−1θ ≥ f in Q1(θ) := {(t, x) ∈ Q | θ = ψ1},
∂θ/∂t−∆θ + v · ∇θ + |θ|q−1θ ≤ f in Q2(θ) := {(t, x) ∈ Q | θ = ψ2},
∂v/∂t−∆v + (v · ∇)v = g(θ)−∇p in Q,

div v = 0 in Q,

θ = 0, v = 0 on Σ := (0, T )× ∂Ω,

θ(0, ·) = θ0(·), v(0, ·) = v0(·) in Ω.

ここで, θ : Q → R, v = (v1, v2) : Q → R2, p : Q → R は未知関数, ψ1, ψ2 : Q → R (ψ1 ≤ ψ2),

1 ≤ q <∞, f : Q→ R, g : R → R2, θ0 : Ω → R, v0 : Ω → R2 は既知とする.

問題 (P)で非線形項 |θ|q−1θがない場合の可解性は Fukao-Kubo [1]によって示されている. ただし, [1]

では制約関数の有界性 ψ1, ψ2 ∈ L∞(Q) という強い条件が仮定されているため, θの制御が容易である.

一方, 本研究で扱う問題 (P)については, 非線形項 |θ|q−1θが追加されているため [1]の方法に追加の議
論が必要である. さらに, ψ1, ψ2 ̸∈ L∞(Q)の場合については, [1]の方法を本質的に改良する必要がある.

それらの問題が次の (i), (ii)として残されている:

未解決問題� �
(i) 非線形項 |θ|q−1θが追加された問題 (P)の解の存在と一意性は成立するか?

(ii) さらに, ψ1, ψ2 ̸∈ L∞(Q)の場合でも問題 (P)の解の存在と一意性は成立するか?� �
本研究の目的は, 上記の 2つの未解決問題をまとめて解決することである. 実際, 以下の定理の通り,

それらを完全に解決することができた.
主定理 ([2]).� �
次の 3条件を仮定する:

(A1) ψ1, ψ2 ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2q(Q), ψ1 ≤ ψ2 in Q, ψ1 ≤ 0 ≤ ψ2 on ∂Ω;

(A2) f ∈ L2(Q), gは Lipschitz連続;

(A3) θ0 ∈ H1
0 (Ω), ψ1(0) ≤ θ0 ≤ ψ2(0), v0 ∈ L2

σ(Ω).

このとき, 次の (C1), (C2)を満たす (P)の解 (θ,v)が一意的に存在する:

(C1) θ ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω));

(C2) v ∈ H1(0, T ; (H1
σ(Ω))

∗) ∩ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

σ(Ω)).� �
ただし, L2

σ(Ω), H
1
σ(Ω)はそれぞれ {v ∈ C∞

0 (Ω) | div v = 0}のL2(Ω), H1(Ω)における閉包である.
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