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本講演では，以下の Kirchhoff 型方程式に対する特異摂動問題について考える:

(E)

{
− ε2m

(
ε2−N∥∇u∥2L2

)
∆u+ V (x)u = f(u) in RN ,

u ∈ H1(RN), u > 0 in RN .

ただし N ≥ 1, m ∈ C([0,∞),R), V ∈ C(RN ,R), f ∈ C(R,R) は与えられた関数,

∥∇u∥2L2 :=
∫
RN |∇u|2dx とし, 0 < ε ≪ 1 はパラメータとする．方程式 (E) の特徴としては，項

m(ε2−N∥∇u∥2L2) による非局所効果が挙げられる. また，関数 m(s) が正定数と恒等的に等しい場

合 (m(s) ≡ const. > 0), 方程式 (E) は非線形 Schrödinger 方程式に対する特異摂動問題となる．

このような意味で方程式 (E)は非線形 Schrödinger 方程式を含むようなものである．

先行研究では以下の場合が良く取り扱われている:

N = 3, m(s) = a+ bs (a, b > 0), f(s) ∼ |s|p−1s, 3 < p < 5 ([8]),

または f(s) ∼ λ|s|p−1 + s5, 3 < p < 5 ([7, 9]).

[7, 8, 9]では，関数 V (x) の最小点 ([8, 9]) や極小点 ([7]) に凝集する (E)の解の存在が示されて

いる.

本講演の目的は非線形項 f として [1, 2] において扱われているような非常に一般的なものに対

して (E)の凝集解が存在するかを考察することである．特に，関数 V (x) の極小点に凝集する解に

興味がある．さらに，関数 m(s) が１次関数以外の場合も扱い，次元についても３次元に限定せず，

一般の次元において考察する．

まず，関数 V (x) に関する仮定を述べる:

(V1) V ∈ C(RN), V := infRN V > 0.

(V2) 有界開集合 Ω ⊂ RN が存在して

V0 := inf
Ω

V < inf
∂Ω

V

が成立する. またM := {x ∈ Ω | V (x) = V0} とおく．

この仮定より V |Ω が Ω 内で最小点を持つことが分かり (RN 上で考えれば極小点), M は Ω 内の

最小点全体の集合である.

次に非線形項 f の条件について述べる.

(f1) f ∈ C(R,R), f(0) = 0.

(f2) −∞ < lim inf
s→0

f(s)

s
≤ lim sup

s→0

f(s)

s
< V .
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(f3) |s| → ∞ としたとき，N ≥ 3 ならば f(s)/|s|2∗−1 → 0, N = 2 のときは, f(s)/eαs
2 → 0 が任

意の α > 0 に対して成り立つ. ただし 2∗ = 2N/(N − 2) とする．

(f4) ある s0 > 0 が存在して次を満たす: N ≥ 2 ならば

−V0

2
s20 + F (s0) > 0. ただし F (s) :=

∫ s

0

f(t)dt.

N = 1 のときは

−V0

2
s20 + F (s0) = 0 >

V0

2
s2 + F (s), −V0s+ f(s0) > 0

が全ての s ∈ (0, s0) について成立する．

先行研究では取り扱えず，(f1)–(f4) を満たす例としては f(s) = |s|p−1s (1 < p ≤ 3) が挙げられる.

最後に関数 m(s) の仮定について述べる．以下の条件 (m1)–(m5) の内，N = 1, 2 ならば (m1)

のみを, N ≥ 3 のときは (m1)–(m5) を仮定する:

(m1) ある m0 > 0 が存在し, m(s) ≥ m0 > 0 が任意の s ∈ [0,∞) について成立する.

(m2) M(s) :=
∫ s

0
m(t)dt とおく．このとき，lim infs→∞{M(s)− (1− 2/N)m(s)s} = ∞.

(m3) s → ∞ としたとき，s−2/(N−2)m(s) → 0.

(m4) m(s) は [0,∞) 上，単調非減少.

(m5) 関数 s 7→ s−2/(N−2)m(s) は (0,∞) 上，単調非増加.

上の条件を全て満たす例としては次のものが挙げられる:

m(s) = a0 +
k∑

i=1

ais
qi , 0 < a0, 0 ≤ ai (1 ≤ i ≤ k), 0 < q1 < q2 < · · · < qk <

2

(N − 2)+
.

特に 1 ≤ N ≤ 3 とすると m(s) = a+ bs は (m1)–(m5) を満たす.

次が本講演の主定理である:

Theorem 0.1 ([6]). N ≥ 1 とし，条件 (V1)–(V2) と (f1)–(f4) を仮定する．また，N = 1, 2 の

ときは (m1) を, N ≥ 3 のときは (m1)–(m5) を仮定する．このとき，ある ε0 > 0 と (E) の解

(uε)0<ε<ε0 が存在して次が成立する: (xε)0<ε<ε0 を uε の最大点とすると

(i) ε → 0 としたとき, dist (xε,M) → 0.

(ii) 部分列 (εn) が存在し，xεn → x0 かつH1(RN) の強位相において uεn(εnx+ xεn) → U0 が成

立する．ここで U0(x) は次の定数係数 Kirchhoff 型方程式の正値解:

(1) −m(∥∇v∥2L2)∆v + V (x0)v = f(v) in RN , v ∈ H1(RN).

証明は，[3, 4, 5] の議論に沿って行う．そのために，定数係数 Kirchhoff 型方程式 (1) の最小エ

ネルギー解を峠の定理により特徴付ける．その際にどのような条件を m(s) に課せば良いかを考察

する．この特徴付けを用いて Theorem 0.1 の証明を行うが，項 m(∥ε2−N∇u∥2L2) による非局所効

果に注意して議論を行わなければならない．
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