
空間1次元Chern-Simons-Dirac方程式の初期値問題
の適切性と非適切性

町原秀二 (埼玉大学大学院理工学研究科)∗

時空間 1+1次元におけるChern-Simons-Dirac方程式の初期値問題 (CSD)を考える：
i(∂t − iA0)ψ + i(∂x − iA1)αψ = mβψ, t > 0, x ∈ R,
∂tA1 − ∂xA0 = ψ∗βψ, t > 0, x ∈ R,
∂tA0 − ∂xA1 = 0, t > 0, x ∈ R,
ψ(0, ·) = ψ0 ∈ Hs(R), A(0, ·) = A0 ∈ Hr(R), x ∈ R.

(CSD)

ここで，未知関数はスピノール ψ =
( ψ1(t,x)
ψ2(t,x)

)
: R+ × R → C2 及びChern-Simonsゲー

ジ場 A =
( A0(t,x)
A1(t,x)

)
: R+ × R → R2 であり，第 3式はChern-Simonsゲージ場に対する

Lorenzゲージ条件である．ψ0 =
( ψ0,1

ψ0,2

)
と A0 =

( A0,0

A0,1

)
はそれぞれの初期値である．ま

た，α, β は
(

0 1
1 0

)
,
(

1 0
0 −1

)
により定義される2次のHermite行列を表し，m は非負定数

である．この方程式はHuh [3] により導入された．
本講演では (CSD)の時間局所適切性をSobolev 空間 (ψ,A) ∈ Hs ×Hr で議論する．

尺度不変性の議論により得られる臨界指数は s = r = −1/2 である．既存の結果とし
て Huh [3] が s = r = 0 で時間局所的適切性を示し, そしてそれは Bournaveas-Candy-

Machihara [2] により，−1/2 < r ≤ s ≤ r + 1 の範囲にまで広げられた.

これらの結果を踏まえ, 講演者と信州大学の岡本葵氏との共同研究により得られた結
果を報告する.

定理 1. m ≥ 0. CSDは以下の指数に対する時間局所適切性が成立する:

(i) −1/2 < r ≤ s ≤ r + 1 (Bournaveas-Candy-Machihara),

(ii) |s| < 1/2, r = −1/2,

(iii) s = 0, −1 ≤ r ≤ −1/2.

またこれらの指数でないとき, m = 0のとき, 非適切となる.

本講演では特に非適切性の証明に焦点をあてる. m = 0 としてCSDを次のように書
き変える: u± := ψ1 ± ψ2, A± := A0 ∓ A1, u±,0 := ψ0,1 ± ψ0,2, a± := A0,0 ∓ A0,1 とし,{

(∂t ± ∂x)u± = iA∓u±, (∂t ± ∂x)A± = ∓<(u+u−),

u±(0, x) = u±,0(x), A±(0, x) = a±(x).

積分方程式に書き変えると次になる:

u±(t, x) = u±,0(x∓ t) + i

∫ t

0

(A∓u±)(t′, x∓ (t− t′))dt′,

A±(t, x) = a±(x∓ t) ∓<
∫ t

0

(u+u−)(t′, x∓ (t− t′))dt′.
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この方程式の解の次の展開を考える

u± =
∞∑
k=1

u
(k)
± , A± =

∞∑
k=1

A
(k)
± ,

ここで

u
(1)
± (t, x) := u±,0(x∓ t), A

(1)
± (t, x) := a±(x∓ t),

u
(k)
± (t, x) := i

∫ t

0

∑
k1,k2∈N,
k1+k2=k

(A
(k1)
∓ u

(k2)
± )(t′, x∓ (t− t′))dt′, k = 2, 3, . . . ,

A
(k)
± (t, x) := ∓

∫ t

0

∑
k1,k2∈N,
k1+k2=k

<(u
(k1)
+ u

(k2)
− )(t′, x∓ (t− t′))dt′, k = 2, 3, . . . .

有界な初期値列 ‖u±,0,n‖Hs , ‖a±,n‖Hr ≤ M をうまくとり, 対応する解の上記展開に対
して u

(2)
±,n, やA

(2)
±,n の項のみが発散することを示す.
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