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次の準線形Keller-Segel系の初期値境界値問題 (KS)について考える :
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∂u

∂t
= ∇ · (D(u)∇u)−∇ · (S(u)∇v) in Ω× (0,∞),

∂v

∂t
= ∆v − v + u in Ω× (0,∞),

∂u

∂ν
= 0,

∂v

∂ν
= 0 in Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω.

ここで Ω ⊂ RN (N ∈ N) は滑らかな境界 ∂Ωをもつ有界領域とし, 初期値 u0, v0は非負値関数とする.
また, D, Sがある ε ≥ 0に対して以下を満たすと仮定する :

0 ≤ D,S ∈ C2([0,∞)), S(0) = 0,(1)

S(u)/D(u) ≤ K(u+ ε)α (∃α < 2/N ∃K > 0 ∀u > 0),(2)

K0(u+ ε)m−1 ≤ D(u) ≤ K1(u+ 1)M−m(u+ ε)m−1 (∃m,M ≥ 1 ∃K0,K1 > 0 ∀u ≥ 0).(3)

特に (3)は ε > 0で非退化型 (D(0) > 0), ε = 0で退化型 (D(0) = 0) であることを表している.

先行研究として問題 (KS)の解の (時間大域的)存在, 有界性について以下の結果が知られている :

非退化型 (D(0) > 0)

• 有界凸領域 : ε = 1の場合の解の存在, 有界性 (Tao-Winkler [4]).

• 有界非凸領域 : 初期値に強い条件を課した場合の解の存在, 有界性 (Senba-Suzuki [2]).

退化型 (D(u) = um−1, S(u) = uq−1)

• 全空間 : q−m < 2/Nの場合の解の存在 (有界性は未解決) (Sugiyama-Kunii [3], Ishida-Yokota [1]).

これらの先行研究では, 初期値に対する強い条件や領域の形状に依存した評価が用いられている. 本
研究では, 以下の定理のようにこれまで未解決であった非凸領域上での解の存在と有界性を得た.

定理.� �
m,M ≥ 1, α < 2/N , K,K0,K1 > 0とし, D, Sがある ε ≥ 0に対して (1), (2), (3)を満たすとする.

(I) ε > 0, (u0, v0) ∈ C(Ω)× C1(Ω)のとき, (KS)の有界な古典解 (u, v)が存在する.

(II) ε = 0, (u0, v0) ∈ L∞(Ω)×W 1,∞(Ω)のとき, 次を満たす (KS)の有界な弱解 (u, v)が存在する :

u ∈ L∞(0,∞;L∞(Ω)),

∫ u

0
D(σ) dσ ∈ L2

loc([0,∞);H1(Ω)), v ∈ L∞(0,∞;W 1,∞(Ω)).� �
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